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Lél NGUGI DICH

Quyén séch "Gidi mot bai toan nhu thé nao ?" nguyén ban bédng tiéng
Anh, da dudc dich ra nhiéu thir tiéng va dugc doc gid céc nudc hét
sttc hoan nghénh. Mot nha toan hoc néi tiéng la Vando Vacden
(Vander Varden) da phat biéu : "mdi hoc sinh, méi sinh vién, méi nha
bac hoc va ddc biét mdi nha gido déu nén doc kT quyén sach nay".
Cau noi nay c6 mot y nghta ro rét : dé doc va higu quyén sach nay vé
dai b6 phan, chi cén cé kién thirc phS thong vé toén (10p chin). Tuy
nhién, v& mat If luén thi séch nay co th€ dap tmg cho moi trinh do.

R4t tiéc 1a ching toi khong ¢ nguyén ban tiéng Anh, ma chi ¢ cac
bén dich tiéng Nga va vai thtr tiéng khac. Céc bén djich nay nhiéu khi
vé chi tiét lai khong phii hgp hoan toan véi nhau, do dé chung toi
ciing da gdp phdi mot s6 khé khdn nhét dinh, cing vi vay ma so voi
bat cir ban dich nao (ban dich tiéng Nga chdng han) thi ban dich nay
ciing c6 nhiéu diém khac. Mong ban doc hiéu cho diéu do.

Trong khi dich, chung toi co uge di mét s6 muc khong quan trong
hodc néu d&t vao ban dich tiéng Viét thi hoan toan vb nghia.

Ré&t mong cac doc gid chi bdo cho nhimg diéu thigu sot cla ching toi
trong ban djch nay.



LOITUA

Mot phat minh khoa hoc 16n cho phép gidi quyét mot van-dé-1on, nhung ngay ca trong viéc
giai mét bai toan cling c6 ft nhiéu phat minh. Bai toan ma ta glal co thé la binh thudng, nhung
néu nd khéu goi dugc tri to mo va budc ta phai sang tao va néu tu minh giai duoc bai toan nao
do thi ta & c6 thé biét dugc cai quyén i clia sy sang tao eling niém vui thang loi. -

Nhiing tinh cdm nhu vay dén mét tudi nao dé, cé thé khudy dong su ham thich cong viée tri
6¢ va mai mai dé.lai.ddu vét trong ca tinh clia nguoi fam ton. ,

Thanh tha nguoi thay day todn ¢4 rat nhiéu thuan lgi. Néu nhu nguoi thay ding tét ca thoi
gian cho hoe sinh lam nhiing bai tap tdm thudng, thi s& lam cho hoc sinh mét hét hing tha, trd
ngai cho viéc:phat trién rf tu clia-cac em va nhu vay ngudi thdy da khong biét st dung nhiing
thuan loi ctia minh. Nhung néu ngudi thay khéu goi duge trf td mé clia hoc sinh bang cach dua
cho hoc sinh nhiing bai tap phii hop véi trinh do, gitp hoc sinh giai cac bai toan bang céach dat ra
cau hoi gai ¥, thi ngudi thay c6 thé mang lai cho hoc sinh hing tht cla sy suy nght doc lap va
nhiing phuong tién dé dat duoc két qua. ' :

Ngudi hog ‘sinh cling ¢6 nhing thuan loi déc biét. Tat nhién, nhing thuan loi nay s& mét di
néu ngudi hoc sinh xem todn hoc nhu & mét mén hoc ma sau ki thi cudi cung thi cang quén
nhanh cang t6t. Ngay d6i véi mot hoc sinh it nhiéu cé khigu vé toan, nhing thuan lgi d6 cling c6
thé mat di bdi vi cung nhu nhiing ngudi khac, ban than ngudi hoc sinh do6 phai tu thdy dugc nang

khi€u va s thich clia minh. Ma néu nhu khéng bao gitr &n banh nhan dau thi ta khong thé biét

dugc fa minh ¢6 thich thi banh dé khong. Nhung ¢6 thé 14 ta s& phat hién ra rang mot bai todn
cling hdp dan‘nhu mét trd chai 6 chii, hay mt cng viéc tri d¢ cing théng ciing c6 thé xem nhu
mot tran déu-béng hao hing. Ching ndo ma nguoi hoc sinh da thich théi toan hoc thi khé ma
quén dugc mon dé va rét cé thé a toan hoc s& chiém mat vi tri nhat dinh trong cudc doi clia anh
ta. Anh ta cling c6 thé y&u toan mét cach tai td, hodc st dung todn lam cong cu trong cong tac
chgyén mon, hodc cling c6 thé 1y d6 lam nghé nghiép hay tham vong chinh clia doi minh.

Tac gia nho lai hGi con la mt sinh vién c6 kha nhiéu tham vong, khao khat mudn hiéu biét
théu ddo todn hoc va vat Ii. Anh sinh vién dé da nghe nhiéu budi néi chuyén, doc nhiéu sach va
da cb fim hiéu céc cach gidi va nhiing su kién da trinh bay, nhung c6 mét cau héi luén ludn am
anh anh ta "cach gidi nay ding that, nhung lam thé nao dé c6 thé nght ra mét cach giai khac ?
Sy kién nay da dugc kiém nghiém, nhung lam thé nao dé phat hién ra nhiing su kién nhu vay ?
Va lam thé nao dé tu minh phét hién ra dugc ?". Khi tac gia day todn & mét truong dai hoc, ludn
hi vong rang mét trong & sinh vién gidi cia minh s& dat ra nhiing cau hoi tuong tu va minh s ¢o
lam thod man sy t6 mo clia ho. Chinh vi ¢6 tim hiéu khong phai cach giai mét bai toan nay hay
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bai toan khac, ma con ca nhing lap luan cling qua trinh gii toan, déng thai giai thich nhing lap
luan va qua trinh d6, ma tac gia da viét cudn sach nay. Mong rang cudn sach cd thé gitp cho
c4c nha gido c6 mong mudn phat trién kha nang giéi toan clia hoc sinh ciing nhu gilip cac hoc
sinh mun phét trién kha ning gidi toan clia minh. ‘

Tuy cudn sach nay dic biét dap ing nhiing doi hdi clia hoc sinh va céc thay day toan, no
cling ¢6 ich cho nhiing ai mudn hiéu duéng 16i va cac phuong tién dan t6i nhing sang kién va
phat minh. Mét khac, vén dé nay cing dugc rét nhiéu ngudi quan tam dén. Nhing-cot'ma cac
bao va tap chi phd thang danh cho cac trd choi & chil va nhiing cau dd khac ching 16 rang ¢ '
nhiéu ngudi da b thi gits dé gidi nhing bai toan khong co lgi ich thuc t€. Sau cai mong mudn giai
mot bai toan cu thé c6 thé con co mét su to md sau sic, mot su mong mudn hiéu duge nhing
dudng 16i va phuong tién, 1ap luan va qua trinh dan tdi cach giai.

Cuon sach nay duoc soan mgt cach kha gon gang va don gian, la két qua ctia mét su
nghten clu 1au dai va nghiém tac cac phuong phap gidi toan ; viéc nghién clu cac phuong phap
nay 1a déi tuong clia "nghé thuat phat minh" bay gio khéng con thinh hanh nira nhung mét thai
da rat thinh hanh va rat c6 thé c6 nhiéu trién vong sau nay. Trong khi nghién ctu céc phuong
phap giai toan, ching toi da thdy mét hinh théi th( hai cla toan hoc. Thuc vay, toén hoc c6 hai
mét, vira 1a khoa hoc chat ché clia Oclit nhung ddng thai cling con la mot céi gi khac nda. Toan
hoc trinh bay theo 16i Oclit 12 mgt khoa hoc hé thang suy dién. Nhung todn- hoc trong qué trinh
hinh thanh 1a mot khoa hoc thuc nghiém, quy nap. Ca hai hinh thai do déu lau dai cung nhu ban
than toan hoc Tuy nhién, hinh thai tht hai vé mot phuong dlen nao do, la mot diéu moi dai vai
chiing ta. Khdng bao gi ngudi ta trinh bay cho hoc sinh va ca thay gido ciling nhu quan chung
déng dao mét kién thic toan hoc dang y nhu trong qué trinh phat sinhciand. ~ *

PGi tuong clia "thuat" lién quan chat ché véi nhiéu nganh khoa hoc khac, nhiéu bo phan

riéng biét cta no co thé xem khang nhing chi thudc vé toan hoc-ma con thugc vé kién thiic su

pham va ¢4 triét hoc nlia. Tac gia tuy biét 16 12 ¢6 thé c6 nhiing 16i phé binh thudc Tinh-vuc cac
mén khoa hoc néi trén va cd y thic rét ro vé kha nang han ché clia minh, van c6 thé tu hao mét
diéu 1a ban than c6 mot s6 kinh nghiém nhét dinh vé viéc giai toan va viéc day toan cho nhiéu
trinh d6 khéac nhau. '
P3i tugng clia cudn sach nay s& duge xét Ki va chi tiét hon trong mt cudn séch cung tac gia
"Toan hoc va nhiing suy luan ¢6 I da dugc dich sang tiéng Viét.
Ching t6i xin cam on rét nhiéu cac ban dong nghlep da khuyen khich va hét long gilp do
chling toi trong nhiéu nam viét cudn sach nay.
Truong Pai hoc Stanford
G. POLYA
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Toan bo ngi dung cia sdch nay xoay quanh mbt bidng nhitng cau hdi va loi
khuyén (got ¥). Bdng nay dugc in & cudi sach. Tat cd cdc cdu hdi hay 161 khuyén
(goi y) rut ra tir b&ing nay déu in nghiéng ; chiing ta sé goi tdit bdng dé la "bdng"
hay "bdng-ciua ching ta".

Ching ta s€ xét chi tiét muc dich cia bdng, ching td rdng cdc vi du vé loi ich
thyc té ¢ thé rit ra duge tix bdng dé nhu thé ndo, gidi thich nhiing khdi niém va
nhitng qud trinh suy ludn dya vao d6 dé thanh lép bdng. D€ gidi thich so bd, ¢6
thé néi vdn tdt nhut sau, néu chinh ban cdn dén nhiing cau hdi, 15i khuyén nity va
biét cach st dung chiing, thi chiing ¢ thé giiip ban gidi bai todn ciia minh. Néu
ban can dén nhiing cdu hdi va 1di khuyén nay cho mét hoc sinh ciia ban thi ban ¢é
thé gilip em dé gidi bai todn.

Sdch nay chia lam ba phan.

Phdn thit nhdt 14y tén la "Trong 16p”, gdm 20 muc. Ddn ching 13y & cdc muc
nay déu-duoc d'cinh so"ba°ng chit in dim ,nét, chdng han "muc 7"

- Cdc muc 1 —5 xét vé muyc dich cia bdng trén nhiing nét téng qudt nhat. Cdc
muc 6 —17 gidi thich thé nao la "nhiing phdn chznh" thé nao la "nhiing cdu hdi

chinh", trong nhitng muc ndy cé xét mét vi du thuc hanh, muc 18 — 20 chita nhiing
vi du tzep sau.

Phan thu’ hai rdt ngdn, 14y tén la "Gidi mét bai todn. nhu thé nao". Phdn nay
dugc viét dudi hinh thitc doi thoai : mét nguoi thdy trd 10i nhiing cdu hdi ngdn clla
mgt hoc sinh, cd hai thdy va tré déu it nhiéu duoc Ii tudng hod.

Phdn thit ba la phdn 16n nhdt, 1dy tén 1 "Ty dién con” ; sau ndy ta s€ goi tdt
la "T wdién". N6 gém 64 muc sdp xép theo thit tu vdn chit cdi. Chang han y nghia
cta tir ngit "thudt phdt minh", dugc gidi thich trong muc tuong ving cua "ty dién"
khi dén chiing ngay cd trong vdin bdn. M. Ot 86 muc trong cdc muc mang tinh chdt
. ddc biét hon : nhilng chd nhu vdy in trong déu ngodc vuéng. Mot s6 muc cia "tw
dién" lién quan chdt ché voi phdn thit nhdt, chiing b6 sung cho phdn ndy bdng
nhiing minh hoa va nhiing 1oi binh ludn chinh xdc hon, nhitng muc con lai it nhiéu
déu ¢6 mgt trong khudn khé ciia phdn thit nhat, gidi thich nhitng nguyén li co bdn
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ném trong co sé clia phdn nay. Muc "Thudt phdt minh hién dai” déng vai tré chil

chét. N6 vach ra méi lién hé giita cdc myc chinh cia "Ty dién" va dan bai chungs
né gém cd nhiing chi dén vé cdch diing nhiing diém ddc biét khdc ciia bdng vi tinh
mudn mau muon vé cua nhiing van dé ndi tdi trong cdc muc cua tu dién, & day tu: -
dién da dwoc quan niém theo mét dan bai chung, c6 mot $6 muc khé dai, danh cho
viée tranh ludn mot cdch c6 hé thong, nhung gon gang vé mot 56 vdn dé ¢é tinh
chdt chung. Nhiing muc khdc gom nhiing 10i binh ludn chink xdc hon, mot 56 khdc
la nhitng sy kién lich si, nhiing doan vdn trich dén nhitng cau chdm ngén va cd
nhitng mdu chuyén vui.

Khéng nén doc "Ty dién" nhanh qud, vdn bdn cia né thuong ngdn gon va sic
tich. Déc gid cé thé tup y sit dung "Tu dién" dé c6 thé biét mot van dé nao dé. Néu
vén dé dé ndy ra trong khi gidi bai todn cia minh hay cia hoc sinh, thi viéc tra
"Ty dién" lai cang ¢é ich. Chiing toi nhiéu ldn nhdc t6i "hoc sinh" va "ngudi thdy"
chiing ta s€ hiéu "hoc sinh" la mot hoc sinh trung hoc hay sinh vién dai hoc, hay
bdt cit mét ngudi nao hoc todn. Ciing nhu thé, chiing ta sé€ hiéu "ngudi thdy" c6 thé
la gido vién trung hoc, dai hoc, hay bdt ki mét nguoi nao quan tdm toi phu‘o’ng
phdp gidng bai day todn. Tdc gid khi thi dimg & dia vi hoc sinh, khi thi ¢ dia vi
ngudi thdy (thuong dimg & dia vi nay, trong phdn thit nhdt). Tuy nhién, thong
thuong —nhdt la trong phdn thit ba —quan diém cia tdc gid khong phdi la cua
nguoi thdy ciing khong phdi la cia hoc sinh ma la quan diém ciia mét ngudi mong
mudn gidi duge bai todn cia minh.



TRONG LOP HOC

MUC PiCH CUA BANG

1. Gilip d& hoc sinh

Gidp-ds hoc sinh 12 mot trong nhiing nhiém vu quan trong nhét ma ngudi thay
nhét thiét phai 1am. Nhiém vu d6 khong phai 12 d&, né ddi héi phai cé thoi gian va
kinh nghiém, sy tan tam v nhiing nguyén tic ding dén. Ngudi hoc sinh véi su nd
luc clia ban than phai thu dugc cang nhiéu cang t6t nhitng kinh nghiém lam viéc
ddc lap. Nhung néu anh ta mot minh ding truéc mot bai todn ma khong cé mot sy
gidp d& ndo, hay nhan dugc sy gidp dF qud it, thi khong thé tién bo dugc. Mit
khdc, néu thdy: gido givip d& nhiéu qud thi hoc sinh s& ching con gi phai Iam. Thiy
gido phai givip d& mot cdch vira phai, khong nhiéu qud, cling khéng it qud. va lam
sao dé lai cho hoc sinh mot phdn céng viéc hop Ii.

- Néu kha ning cia hoc sinh bi han ché, thdy gido it nhat ciing phal lam cho hoc
sinh ¢6 cdm gidc ring anh ta ty 1am 1dy. Do d6, su gilp d& cta thdy gido cdn phai
kin ddo va khong bit hoc sinh phai 1é thuc vao minh.

" T6t nhat 1a givip hoc sinh mot cdch tu nhién. Thdy gido phai dit dia vi minh 12
mot hoc sinh trude mot van d€, c6 ging hiéu xem hoc sinh dé nghi gi, d4t mo6t cau
* hoi hay huéng din cdc budc suy luan ma hoc sinh ¢é thé ty minh nght ra duoc.

2. Cau hoi, I6i khuyén, céic qua trinh suy ludn

- Trong khi ¢6 géng gitip d& hoc sinh mot cdch c6 hiéu qua va tu nhién, nhung
khoéng bit hoc sinh phai 1é thuc vao minh, thiy gido tit nhién vin phai lién tiép
dé ra nhiing c4u hoi va huéng dan cdc budc suy luan. Ching han, khi gidi rat nhiéu
bai todn, cdn dat ra nhitng cau hoi cdi gi la chua biét 7 Chiing ta c6 thé dit cau hoi
d6 bang nhiéu cich khdc : "Ngudi ta hdi gi ? Anh mudn tim gi ? Anh phdi tim
nhifng gi ?". Muc dich ctia nhilng cau héi niy nhim budc hoc sinh phai tap trung
su chid ¥ vao cdi chwa biét. Doi khi ngudi ta dat dugc két qua dé6 mot cdch tu nhién
hon béng cdch khuyén. Hay nhin ki vao cdi chua biét.
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Cau hdi va 1o khuyén ciing ¢6 mot muc dich chung nhim goi ¥ ra cling mot
qua trinh suy ludn, ching toi ngh1 ring viéc tap hop va sdp x€p nhimng cau hoi va
nhitng 161 khuyén dién hinh dé gidi nhimg bai todn véi céc hoc sinh 1a rat tién lgi.
Bang ma chiing t6i trinh bay gém nhitng cau hoi va 16i khuyén chon loc va sép x&p
cén than. Néu doc gla da lam quen véi bang téi mic ¢6 thé thdy dugc mot hanh
dong khuyén bio 4n sau mdi 15i khuyén, thi doc gid s€ thay 16 rang bang trén
gi4n tiép néi dén nhiing qud trinh suy Iudn- cd lgi ddc biét cho viéc gidi nhiing bai
todn. Nhung qué trinh suy luén d6 da dugc ghi theo mot trinh ty thong thuong nhat.

3. Tinh tng quét

La mot ddc tng quan trong clia nhitng cau hoi va 161 khuyén nam trong bang.
Hiy 14y nhitng cau hoi : "Cdi gi 1a chua biét ? Cdi gi dd cho biét ? Diéu kién cia
bai todn la gi 7" Nhimmg cau hoi d6 dugc dp dung mot cach téng quat, trong tat ca
céc loai bai todn déu c6 thé dit ra nhitng céu hoi dé. Viéc st dung chiing khong bi
han ché vé6i bat ki mot bai todn c6 noi dung cu thé ndo. Dii 12 mot bai todn dai s6
hay hinh hoc, mot bai todn todn hoc hay phi todn hoc, If thuyét hay thuc hanh, mét
bai todn nghiém tic hay chi 12 mot cau d6 don gian thi cling vay, nhiing cau hoi
van c6 gi4 tri va c6 thé gitip ta giai bai todn.

Thue ra thi cing c6 sy hgn ché, nhung n6 khong lién quan gl t6i d€ bai todn.
Mot s6 cau hoi, mot s6 161 khuyén trong bang chi 4p dung duge cho "nhiing bai
todn vé& fim tdi" ma khong phai 12 nhiing "bai todn v& ching minh". P6i v6i mot
bai todn loai sau, phai dung nhitng cau hoi khéc (xem nhiing bai todn vé tim toi,
nhiing bai todn vé ching minh).

4. Luong tri

Nhiing cau héi va 161 khuyeén trong bang déu téng quét, ngoai ra ching rat tu
nhién, don gian, hién nhién va déu bat ngudn tir luong tri thong thudng. Xét 101
khuyén : "Hdy xét ki cdi chua biét va hdy c6 nghi tdi mgt bai todn quen thudc cé
cing dn s6 hay ¢é dn s6 twong 1. Loi khuyén d6 khuyén anh lam cdi viéc ma Iic
anh d6i bung thi anh mu6n ki€m mot thit gi d€ an va anh nghfi t&i nhitng céch quen
thuoc dé kiém ra né. C6 khi anh gip mot bai todn dung hinh (dung mot tam gidc

~ ching han, anh nghf t6i nhiing cdch thic thong thuong dé dung mot tam gidc). Khi

gip mot bai todn bét ki ndo d6 anh muén tim mot cdi chua biét va nghi t6i nhimg
cich quen thuéc dé Gim mot cdi chua bi€t thudc lodi nay hay mot cai chua biét
twong tu. Lam nhu véy, anh di theo ding 16i khuyén rit ra tir trong bang. Anh da
di diing dudng : 15i khuyén 12 diing, né vach cho anh mot con dudng dé dan t6i
thanh cong. -



- T4t c nhitng. cau h01 trong bang déu tu nhién, do‘n glan hién nhién, the hién
luong tri thong thuo’ng nhm;x

héi va 16i khuyen clia bang glup ta:mot., Czich xu tn ma cach xtt tri nay, thi mot
ngudi c6 it nhidu lwong tr, thuc su muén gidi bii todn mot céch nghiém tiic, tu
nhién s& nghl dén.

Nhung mét ngudi xit trf diing nh 1-vay, thudng khong quan tam téi viéc mo ta
chinh xdc cdch x tri clia minh va c3théTa’khong ¢6 kha ning lam, nhu vay bang
cta ching t6i s& thir-c6 1am viéc dé.’ -

5. Théy gido va hoc sinh. Su bdt chuéc va thue hanh

Khi thdy gido 14y mot cau hoi hay mot 161 khuyen tir trong bang ra cho hoc
sinh }4 nhdm hai muc dich : truée hét 1a gitip hoc sinh gidi motbai todn cu thé, sau
‘nifa 12 phét trién nhitng kha nang cha hoc sinh d€ ho c6 thé tu luc gidi nhiing bai
todn sau nay. Kinh nghiém chitng t6 riing céc cau hoi va 1oi khuyén clia bang néu
ding ding, thuorng gidp nhiéu cho céc em hoc sinh. Ching cé hai dac diém chung :
luong tri va téng quat.

Vi thé hién lwong tri, nén'ching thudng ndy ra mot cich tu nhién, céc em hoc
sinh déu c6 thé nghi téi dugc. Vi téng quat, nén chiing gitip d& khong go bo, ma
chi vach mot huéng chung, dé cho ngudi hoc sinh con nhiéu viéc phai lam.

Tuy nhién, hai muc dich ma ching t6i vira néi lién hé mat thiét v6i nhau. Néu
nhu thyc t€, ngudi hoc sinh dat duge t6i chd gidi dugc bai toén clia minh, thi tir d6
em d6 cling phét trién luon kha ning gidi cdc bai todn néi chung. Vay, khong nén
queén ring, nhiing cau hoi va nhitng 161 khuyén clia chiing t6i 1a tdng quit va dp
dung dugc cho nhiéu trudng hop. Néu ding nhiéu 14n mot cau hoi, ngudi hoc sinh
s& chi ¥ dén né mot cdch truc gidc va em d6 c6 thé tu dit ra dugc cau hoi trong
nhitng trudng hop tuong tu. Néu cdc em tu dit duoc cau hoi d6 nhiéu 14n thi cudi
cling cdc em ¢ thé it ra dugc nhitng ¥ kién x4c dang.

Nh sy thanh cong dé, hoc sinh dén din s& kham ph4 ra cich ding nhifng cau
hoi va t6i'Tic nay cdc em dé thuc sy Iinh hoi dugc no.

N guo‘1 hoc sinh c6 thé nhé mot s6 nhiing cau héi trong bang t6i mitc d6 1a cudi
cling em cé°thé dat dugc ciu hdi ding chd, ding lic va thuc hién mot cich tu
nhién, c6 hiéu qua trong qué frinh suy luin twong ing. Ngudi hoc sinh d6 chic
chén ]a d4 rit ra dugc hét nhiing cdi loi cia bang nay. Ngudi thdy 1am thé nio dé
dat duogc két qua t6t nhu vay.

Giai mot bai todn 12 mot nghe thuat do thyc hanh ma cé, ciing nhu viéc boi
chéng han. Vay ma su khéo 1éo thuc hanh lai dat dugc bang céch bit chudc va thi
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nghiem. Khi tap boi, nguoi ta bét chudc nhing dong tic chéan tay cla nhiing ngudi
Kkhéc dé gift cho ddu néi trén mét nude va cudi ciing ngudi ta hoc boi bing céch tap
boi thuc sw. Khi gidi cdc bai todn cling phai quan s4t va bit chudc nhing cdi ma
ngudi khdc dd lam va cudi cing thi ndm dugc nghe thuat d6 bing cach 1am nhing: -
bai tap. Thdy gido mudn phat trién kha nang gidi cdc bai toan clia hoc sinh thi phai

Khién cho cic em thich thi nhiing bai todn va dam bao cho céc em that nhiéu diéu

kién hoc hoi (bt chu6c) va thuc hanh. - -

Néu thdy gido muén phét trién nhitng qud trinh suy nghi clia hoc sinh tuong
{mg v6i nhitng cau hoi va 151 khuyeén trong bang thi can phai dit ra cho cdc em cdc
cau hoi, néi v6i cdc em nhiing 10i khuyén, cang thudng xuyén cang t6t nhung phai
sao cho tu nhien. Mat khdc, khi giai mot bii todn trong 16p, ngudi thdy gido phai it
nhiéu "dan canh" nhing § cda minh bing cdch dat ra cho minh nhitng cau hoéi nhu
khi gitp dd hoc sinh. Nhu vay, nguodi hoc sinh chic chin s& khdm phd ra cdch st
dung nhilng cau hoi va nhiing 181 khuyén, céc em s& thu dugc nhing kién thic
quan trong hon c nhiing kién thic v& mot ménh dé todn hoc riéng biét nao do.

NHUNG PHAN CHINH CUA BANG, NHUNG CAU HOI CHINH

6. B&n budc

Dé fim céch gidi, ching ta phai thay ddi nhiéu 1dn quan diém va cach nhin bai
todn, ching ta phéi luén luon thay d6i vi tri. Thoat ddu, quan niém cta ching ta vé
bai todn Tt c6 thé 1a khong ddy db, quan niém cta ching ta s& khéc di khi ching
ta da thu dugc mot s6 két qua va con khdc di nira khi chiing ta sép stra ndm dugc
c4ch giai. ’

P& sip x&p nhimg cau hoi va 161 khuyén duge thuan lgi, ching t6i phan biét
bén budc trong qua trinh gidi mot bai todn. Trude hét, phai hiéu bai todn, thay 10
]2 phai tim céi gi. Thit hai 12 phai nim dugc moéi quan hé gifta cdc yéu t6 khac
nhau ciia bai todn, gifta c4i chua biét véi nhimg cai da biét dé tim thdy cdi ¥ cha
cdch gidi, dé vach ra dugc mot chuong trinh (dé dn). Thi ba la thuc hién céi
chuong trinh d6. Thi tu 1a nhin lai cach giai dd thu dugc mot 1an nifa, nghién citu
va phén tich n6. Mbi budc déu c6 tim quan trong cha néd. Co thé ngudi hoc sinh
ngéu nhién tim thdy mot ¥ choi loi (mot sang kién) va bd qua nhitng cong viéc
chuén bi, di théng téi cdch gidi. Nhing c4i may nhu viy tdt nhién 14 can hoan
nghénh, néu khong c6 mot ¥ hay nao trong d4u ma bd qua mot trong bon budc thi
két qua c6 thé 1a ching ra gi. K&t qua x4u nhdt s€ xdy ra néu ngudi hoc sinh Jao
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vao nhiing tinh todn hay-dun;
t6i nhéing chi tiét. makh
chuong trinh nio dé lahoan

Hoc sinh ¢6 thé-trdnh dugc nhitng-sai. lam. bang cach thir lai tuing bu'm, kh1 thuc

Ong{hzeu ba1 todn. No6i chung, chi dé y
U “he ban chat kh()ng lap duoc mot

hién chwong trinh. Mot phén 16n nhiing két qua hay cfia bai todn ¢6 thé mét di, néu -

hoc sinh khong xem xét lai, khong nghién citu va phan tich lai cdch giai bai todn.

7. Hidu céch ddt bai todn

That 1a ng& nghéch n€u mudn tra 131 mot cau hdi ma minh khong hiéu va that
12 ddng budn néu phai lam viéc cho mot muc dich ma minh khong muon dat t6i.
Tuy nhlen nhlmg chuyén d6 vin thuong thdy & trong ciing nhu & ng0a1 nha trudng
va -thiy- g1ao~pha1 c6 lam sao cho nhung su viéc d6 khong xdy ra trong 16p minh.
Hoe sinh trudc hét phai hiéu bai toan, nhung nhu thé chwa di, ma con phai ham
thich gidi bai todn dé. Néu nhu ngudi hoc sinh con ¢6 chd chwa hiéu hay chua
ham thich, thi khong phai bao git anh ta ciing c¢6 161, bai todn phai dwgc chon loc,
khong khé qud ciing khong de qud va can phai bd th01 gian ndo dé dé trinh bay ba1
todn dugc ty nhién va I thi.

Trudc hét, ddu bai todn doc 1én phai d& hiéu. Ngudi thiy gido c6 thé thir didu
do, trong mot chimg muc nhét dinh, bing cdch dé hoc sinh nhic lai ddu bai va
ngudi hoc sinh phéi to ra 12 nhic lai d& dang. Hoc sinh con phai c6 thé chi ra duoc
nhitng phén chinh ctia bai todn, c4i chua biét, nhimg cai da biét, diéu kién. Thanh
thur, nguoi thdy gido khé ma khong diing t6i nhiing cau hoi : "Cdi &t chua biét ?
Nhu‘rzg cdi gz la, da cho trude ? Diéu kién cia bai todn la gi ?"

Ngudi hoc. smh phal xem xét nhitng yé&u t6 chinh chia bai todn mét cdch
chdm chd, nhiéu 14n va & nhiéu mat. Néu bai todn lién quan t6i mot hinh vé, thi
phai v& hinh.va chi ra c4i chua biét va nhilmg c4i d4 biet. Néu c4n phii goi ten
ohiing y&u t6-do6, thi cin phai dua vdo nhiing ki hzeu thich hop, néu da chi y

chon nhitng ki hiéu. thich hop, ngudi hoc sinh s€ pha1 dé€ ¥ t6i nhitng yé&u tO do1 )

hoi phéi céki hleu riéng.

Mot cau h01 khéc c6 thé dé ra trong g1a1 doan chufn bi nay véi dléu kién
khong doi hoi mot cau tra 101 quyét dinh, ma chi 13 tam thdi, mot gia dinh ¢6 thé
thod man d’zeu kién cila bai todn khong ? (Trong phén trinh bay clia phén II, ta s&
chia.viéc "Hleu cach ddt bai todn" ra lam hai giai doan "Ching ta 1am quen véi bai
todn" va "Chiing ta di sau vio bai toan").
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8.Vidu

Chiing ta minh hoa mot s6 diém néi trén bing mot vi du. Lay mot bai toan that
don gién : Tim dudng chéo ciia mgt hinh hdp chit nhdt, biét chiéu dai, chiéu rong' -
va chiéu cao cila né.

Pé it ra mot didu bé ich ndo do trong phan bién luan bai todn, ngudi hoc sinh
phai biét dinh 1{ Pi-ta-go va mot s6 tng dung ctia nd trong hinh hoc phéng, nhung
c6 thé khong can nhiéu kién thiic c6 hé théng trong hinh hoc khong gian. O day,
ngudi thdy chi cdn dua trén nhitng hiéu biét thong thudng cia hoc sinh vé nhing
quan hé trong khong gian. C6 thé khién bai todn tré nén If thi bang cdch lam cho
né duge cu thé. Thuc vay, 16p hoc 1a mot hinh chit nhat ¢6 thé do dugce, ude lugng
gdn ding duogc kich thudce cdc chiéu, hoc sinh phai tim, "phai do gidn ti€p" dudng
chéo ctia 16p hoc. Ngudi thdy chi cho biét chiéu dai, chiéu rong va chiéu cao cla
gian phong, chi 16 dudng chéo clia gian phong bing mot dong tdc va 1am cho hinh
v& trén bang dugc sinh dong bing cdch nhiéu 14n trd lai nhin ngdm 16p hoc.

Cuoc d6i thoai gifta thdy gido va hoc sinh c6 thé bit ddu nhur sau :

"Cai gi la chua biét ?"

"Po dii dudng chéo mot hinh hop chit nhat".

"Nhiing cdi gi da cho biét ?"

"Chiéu dai, chiéu rong va chiéu cao cta hinh hop".

"Hay dua vao mét ki hiéy thich hop". Ta ki hiéu cdi chua biét bang chit gi ?

gt

"Em chon nhitng chit ndo dé€ chi chiéu dai, chiéu réng va chiéu cao ?".

"a, b, c".

"Cdi gi la diéu kién lién hé gita a, b, ¢ va x ?"

"x 1a dudng chéo ctia hinh hop chit nhat ; a, b, ¢ 1 chiéu dai, chiéu rong va
chiéu cao ciand".

"Bai todn ¢é nghia khéng ? Téi mudn ndi, diéu kién cé di dé xdc dinh cdi
chua biét khong ?".

"Diéu kién 12 di. Néu bist a, b, ¢ thi biét dugc hinh hop. N&u hinh hop dugc
xdc dinh thi dudng chéo cuia nd cling dugc xac dinh".

9. Pé ra mdt chuong trinh

Ching ta ¢6 dugc mot chuong trinh khi ching ta it nhit bi€t dugc trén nhitng
nét 16n 12 phai thuc hién nhiing phép tinh, nhiing suy luin nhitng phép dung hinh
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nao dé tim duoc cdi chua bigt. T
mot chwong trinh, con. dl:rcmg cor ( ;
viec giai bai ‘t64n Ta'ds ra diige ke yrEta ﬂxohg trinh.’ Y ridy c6 thé thanh hinh
dan din. Hozc 13 sau nhing 14n thir dudng nhitkhong:eé k&t qua va nhitng do du
kéo dai, bdng nhién nhu mot drh chdp, ngudi ta ¢ duoc mot "y chéi 1oi", mot
séng kién. C4ch t6t nhit ma ngudi thdy cé thé gidp hoc sinh 1 dua anh ta t6i-cdi ¥
chéi loi d6 mot cach khong god bé. Nhitng cau hoi va 101 khuyén ma ching toi. vira
néi nhim muc dich 1am ny sinh ra nhitng ¥ nhu vay. D€ c6 thé dit minh & dia vi
nguoi hoc sinh, nguoi thdy phai nghi téi nhitng kinh nghiém cta ban than ‘minh,
nhd lai nhitng khé khin va nhiing thanh cong cla minh trong viéc giai cdc bai
todn. Hién nhién 12 ching ta déu biét ring khé ma c6 dugc mot § hay khi ma ban
than minh hiéu biét qua it d6i tuong va hoan toan khong thé ¢6 dugc mot ¥ hay khi
minh khong biét gi v& d6i tugng d6. Nhiing "y hay" dua trén kinh nghiém da-trai
qua va dya trén nhitng kién thitc mdi c6. Mot c6 géng don thuén cta tri nhé khong
dt dé 1am nay ra mot ¥ hay, nhung ciing khong thé c6 mot ¥ hay néu khong nhé
t6i mot s6 nhiing sy viéc lién quan t6i van dé. Chi c6 méi vat liéu, khong thé 1am
dugc moét cai nha, nhung khong thé 1am dugc mot cdi nha ma khong cén thu thap
nhitng vat liéu cén thiét. Nhimg vat liéu cén thiét cho viéc giai mot bai todn todn
hoc 12 mot s6 nhitng chi tiét dic biét clia nhitng kién thic da cé tir trude nhu nhitng
bai todn d4 giai, nhitng dinh 1 dd ching minh, thanh thi, khi bdt ddu cong viéc thi
mot diéu rat thich ddng 12 dit cau hoi sau : Anh ¢6 biét mot bai todn nao gan giong
vdi bai todn ciia anh khéng ?

C4i khé 12 néi chung cé vo6 s bai todn c6 thé lién quan t6i bai todn cia ching
ta, tiic 12 c6 nhiing nét chung v&i bai toan d6. Lam thé ndo dé chon dugc mot hay
mot s6 bai thuc su cé ich cho viéc giai bai todn hién tai. Pay 1& 161 khuyén cho
phép ta khdm phd ra mot nét chung ¢6 tinh chét cot y&u : Hay xét cho ki cdi chua
biét va thit nght t6i mot bai todn quen thudc dsi véi anh ciing chita cdi chua biét
ds hay mot cdi chua biét tuong tu.

That 12 may méan néu chdng ta nhd ra dugc mot bai todn da giai, lién hé chit ché
v6i bai todn trudc mét. Bay gid, ching ta hiy c6 géng tan dung c4i may man do.

Pay la mét bai todn gdn gidng vai bai todn cia anh va dad duogc gidi roi. Anh
¢6 thé ding duge bai todn dé lam gi cho bai todn méi nay khéng ? _

Nhiing cau héi trén day, néu hiéu ki va suy nghi ki, thudng gitip cho qué trinh
suy dién dugc tron ven vi diing d4n. Nhung kh(‘)ng phai bao gi¢ cling nhu vay vi
dé khong phai 1a nhitng phép thanh.

Khi d6, ching ta cin tim mot di€ém tiép xtc khac va khao sat moi hinh théi cé
thé c6 cha bai todn. :
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- Anh ¢6 thé phat biéu bai todn mét cdch khdc khong ?
Mot s6 cau hoi trong bang goi cho chiing ta mot s& phuong tién dic biet dé

bign déi bai todn, nhu 13 su téng quat hod, su cd biét, cich dung su tuong tu, cich . .

bd qua mot phdn diéu kién cla bai todn . . tit ca nhitng chi tiét d6 déu quan tiong
nhung ldc nay ching ta chua thé xem xét chung Mot su stra d6i bai todn c6 thé
din t6i mot bai todn phu thich hop véi trudng hop clia ta- Néu anh khong gidi duoc
bai todn dd cho, thi trudc hét hdy thik gidi bai todn gdn gidng nd.

Bing céch thir ding nhiing bai todn hay nhiing dinh 1f da biét, béng cdch xét
nhitng bign déi khic nhau c6 thé, bang cdch thir nghiém nhiing bai toan phu khéc,
chiing ta c6 thé bi lac xa bai todn ban ddu va c6 nguy co hoan toan khong thay lai
dugc né nita. Chinh khi d6, cau hoi cé ich nay dua chiing ta tr& vé bai todn ban diu.

Anh dé diing hét nhiing cdi dd cho chua ? Anh dd ding hét diéu kign chua ?

10. Vidu

Chiing ta tr& lai vi du da xét & muc 8, chiing ta dd dung bai todn nay khi ma
hoc sinh da bét ddu hiéu bai todn va t6 ra thich thd vé no. Bay gid c6 thé 1& hoc
sinh di cd nhitng ¥ kién riéng, nhiing sdng kién nao do.

Néu ngudi thdy, sau khi cham chi quan sat toan 16p, khong thé phat hién ra
mot ddu hiéu nao vé& sdng kién trong hoc sinh chia minh, thi can ti€p tuc d6i thoai
y6i ho. Ngudi thdy phai sin sang nhéc lai, bing cdch thay déi chit it, nhitng cau
héi ma hoc sinh khong tra 161 dugc cling nhu phdi sén sang chiu dung sy im lang
clia hoc sinh (biéu thi dudi day bang nhitng chdm cham).

"Em ¢é biét mot bai todn ndo gan gidng véi bai todn nay khéong ?

"Hay xét ki cdi chua biét! Em ¢6 biét mot bai todn ndo ciing ¢6 cdi chua biét
nay khéng ?"

"Trong bdi todn nay, cdi chua biétla gi ?".

"Pudng chéo ctia hinh hop".

"Em da gdp mot bai todn ndo ciing ¢é cdi chua biét nay khong ?"

"Khoéng, em chua giai mot bai todn nao vé dudng chéo cra mot hinh hop."

"Em dd gdp mot bai todn ndo ciing ¢6 cdi chua biét tuong tu nhu vdy khong Yl
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mgt bai toan chwa bzel‘ la

"Tét nhlen la em da giai nhiing bai toan,nhu' Vay, chang han kh1 pha1 t1m canh
chia tam gidc vuong". _ - '

"Rdt diing. D6 la mét bai todn gdn -gio"ng bai todn hién tai va em dd gidi roi.
Em ¢6 thé dung né.lam gi khong ?" -

"Hd&y nhin ddy, bai todn ma cdc em nhé dugce dé ¢é lién quan téi mét tam
gidc. Trong hinh vé cdc em cé thdy tam gidc ndo khong ?".

Ching ta hi vong ring 151 goi ¥ nay di
16 rang d€.1am nay ra cédi y vé cdch giai, 1a
lam xudt hién mot tam .gidc vudng (gach
chéo trén hinh 1) ma dudng chéo phéi tim la
canh huyén.

Tuy nhién, ngudi thdy cdn phéi chudn bi
cd trudng hop ma cau goi ¥ chua kéo duge

hoc sinh ra khéi "diém chet", khi d6 ngudi °
thdy phéi sin sang dung mot loat nhitng cau Hinh 1

gdi ¥ ngdy mot 15 rang hon. A

"Em ¢é mudn lam xudt hién trong hznh vé mdt tam gidc khong ? Em mudn lam
xudt hién mot tam giac loai nao ?".

"Cdc em van chua tim dwgc duong chéo ? Nhung cdc em dd néi la biét cach
- tim canh cila mot tam gidc. Vdy th cdc em phdi lam gi 2"

"Cédc em ¢ thé tim duong chéo néu né la canh clia mét tam gidc khéng ?".

Khi ma cubi.cung, véi su gidp d cta thdy, hoc sinh da lam xuét hién dugc
phin tir phu-cé tinh chét quyét dinh (tam gidc vudng gach chéo trén hinh 1) thi

p quyct di 8 g 84 L L)

nguoi thdy truée khi khuyén khich ho lao vao nhitng tinh todn thuc su, phai biét
chic ridng hoc sinh cia minh &3 thiy duoc sau dfly phdi lam'gl.
‘ "T'6i nght rang, viéc ching ta vé tam gidc dé la diing. Bay gio cdc em ¢é mot
tam gidc, nhung cdc em dd ¢é cdi chua biét chua ?".

"Cdi chua biét chinh 1a canh huyén clia tam gidc vuong. Em c6 thé tinh dugc
nd bang dinh i Pi-ta-go".

"Diéu dé diing néu nhw da biét dp dai ciia nhiing canh kia. Nhung cdc em da
biét chua ?".

.
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2 Cac.em da c¢é khi nao gidi

-

<



Ly

"Mot trong nhing do dai d6 da cho trude. Con do dai kia, em nghi rang tim nd
khong phai 14 kh6. Thuc vay, canh kia chinh 1a canh huyén chia mot tam gidc
vuong khac". A

Serr
1.

"Rt diing. Toi thdy réing bdy gio cdc em d@ c6 mot chuong trinh ré

_11. Thuc hién chuong frinh .

Dé ra duge mdt chuong trinh tim duoc ¥ chia céch gii khong phai 1a dé. Muén
dat dugc két quéa, doi hoi phi ¢d nhidu diéu kién : nhiing kién thitc ¢6 sn, nhiing
th6i quen suy nghi, su tap trung va cA sy may min nita. Thyc hi¢n chuqng trinh thi
d& dang hon-nhiéu, & day doi hoi chfl y&u 14 sy kien nhan.

Chuong trinh chi vach ra nhiing nét téng quat. Chiing ta phai bao dam cho
nhifng chi ti€t phit hop v6i nhiing nét téng quat d6. Do d6, phéi kién nhan khao sat
14n lugt timg chi tigt mot cho t6i khi tét c4 déu 16 rang, khong con c6 nhiing chd
mo hd, cb thé che gidu mot sur sai lam.

Né&u ngudi hoc sinh thuc su dé ra duoc chuong trinh thi khi d6 ngudi thdy ¢
thé nghi ngoi chiit it. Diéu tai hai 12 ngudi hoc sinh c6 thé quén mét chuong trinh.
Diéu nay dé dang xay ra néu ngudi hoc sinh nhén duge chuong trinh tir bén ngoai,
do ngudi thdy dem dén cho. Nhung néu nhu ngudi hoc sinh tu minh dong ndo tim
14y chuong trinh dit cho ¢ su goi ¥ va néu em d6 dé ra dugc caiy cudi cung mot
c4ch thodi méi, thi em d6 s& khong d& gi quén chuong trinh dé.

Tuy nhién, ngudi thdy cén doi hoi hoc sinh thit lgi mbi mot chi tiét cha
chuong trinh. '

Ching ta c6 thé tin chic vao sy ding din cha mot chi tiét trong su lap luan chic |
chin hodc bing "tryc gidc" hoic bang "logic”. Ching ta c6 thé tap tring sy chd ¥ dé
x4c nhan mot chi tiét cho dén khi khong con miy may nghi ngd vé su ding dén clia
né. Chiing ta con c6 thé lam sdng to diéu chiing ta quan tam bing cach suy dién
theo nhitng quy tic logic (su khdc nhau gifta "truc gidc" va "ching minh logic" kha
12 10 rang trong nhiéu trudng hop quan trong ; cdn su khao sit sau xa hon vé vin dé
nay, ta danh cho céc nha triét hoc). Vin dé quan trong 12 ngudi hoc sinh phai tin
chic vao sy ding d&n clia mdi chi tiét. Trong mot s6 trudng hop, ngudi thdy cén
nh#n manh su khic nhau gifta "thdy" va chimg minh. Em ¢6 thdy ré rang chi tiét ndy
la diing khéng ? Nhung em ¢ thé chitng minh rdng né la diing khong ? ‘

12. Vidu

Chiing ta tr& lai bai todn ma ching ta 43 dé lai & cu6i muc 10. Cu6i cung,
ngudi hoc sinh da ¢6 ¥ vé c4ch gidi. Em d6 di fim thdy tam gi4c vuobng ma céi
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chua biét x 1a canh huyén, mot-canh 13 chj

dutmg chéo chia miit ddy highshop. Gin.chi s ddhoc sinh.dya vao mot céch ki hieu
thich hop. Em cdn chon y dé biéu dién canh kia, tifc 1a dudng chéo ctia mat ddy cé
cédc canh 14 a va b. Em dé cé thé quan niém 15 rang hon vé cdch giii cha bai todn

¢ chd lam xust hien mot bai todn phu ma #n $5713 7 S84 hét, 1an Tugt Xét hai tam
gidc vudng (xem hinh 1), ta c6 thé viét -

# = y2 +
=i b
tir d6, khir bién phu vy, ta c6 :

=+ b+

x=Va? +b% + 2 .

Ngudi thdy khong c6 1f do gi 1am hoc sinh phai ngimg lai n€u anh ta thuc hién
t6t céc budc d6, nhung c6 thé khuyen cic em thit lai ting busc mét. Chéng han, c6
thé hoi : '

"Em c6 thdy ro tam gidc ma cdc canh 1a x, yva cla tam gidac vuong khéng ?"

V6i cau hoi do, ngudi hoc sinh s& tra 1o rat that tha 1a “¢c4”, nhung em d6 s&
rdt ling ting néu ngudi thdy khong thod man véi su tin chéc tryc gidc d6 ma ti€p
tuc héi : '

" "Nhung em ¢6 thé chiing minh rdng tam gidc dé chinh la mét tam gide
vuéng khéng ?". _

T6t hon hét 1a ngudi thdy dimg dit cau hdi dé néu nhu trong 16p chua thuc su
thanh thao vé hinh hoc khéng gian. Va ngay trong trudng hop hoc sinh da quen
v6i hinh hoc khong gian, ngudi ta vin ngai ring viec tra 161 mot cau hoi dot ngot
nhu vdy 12 mot khé khin chinh déi véi da s6 hoc sinh.

13. Phén fich cach gidi .

Ngay cé nhiing hoc sinh gidi ciing vay, sau khi da tim thdy 1&i giai va trinh
bay sdng shia If luan clia minh ciing déu c6 xu huéng gép sdch lai va 1am viec khdc.
Lam nhu vay, em d6 da b mat mot giai doan quan trong va rit bd ich cho viec
hoc héi. Nhin lai cich gidi tim ra, khao st va phan tich lai két qua va con dudng
da di, cdc em c6 thé cling c6 nhimg kién thitc ciia minh va phit trién kha nang giai
cdc bai todn. Mot ngudi thiy gibi phai hidu va lim cho hoc sinh hiéu réng khong
co mot bai todn nao 12 hoan toin két thic. Bao 810 cling con lai mot cdi gi dé
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suy nghi. C6 ddy da kién nhan va chiu kh6 suy nghi sau séc, ta c6 thé hoan thién
céch giai va trong moi trudng hop, bao gi(‘i ciing hiéu dugc céch giai sau sic hon.

Bay git hoc sinh da thuc hién chuong trinh. Céc em da bigt 101 giai, thir lai
m&i budc 1ap luan va c6 nhiéu 1f do chinh déng dé tin ring céch gidi clia minh 18
ddng. Diu sao thi van c6 thé c6 nhim 14n, nhét 13 trong trudng hop I luén dai va
quanh co. Do d6, viéc thir lai 1a can thiét. Pac biét 1a néu nhu c6 mot phuong tién
phanh chéng va truc quar dé thir xem két qua hay su 1ap luan cé ding khong thi
khong dugc bd qua. Em c6 thé thit lai két qud do khong ? Em ¢6 thé thit lai sw ldp
Iuén dé khong ? v

D& tin chic vio sy ton tai cia mot vat hay ching minh réng vat d6 c6 mot tinh
chat nio d6, ching ta nhin né, s vao nd, thich thdy dugc n6 bing hai gidc quan
khéc nhau. Cling nhu vay, ching ta cling mudn tin chéc vao didu xdc nhan cha
ching ta bing hai cdch ching minh khéc nhau : "Em ¢6 thé ¢6 duopc két qud bdng
mét cdch khdc khong ?". C6 nhien, ching ta thich mot 1{ luan ngén va don gidn
hon 12 mot 1f luan dai va phifc tap : Em c¢d thé nhin thdy ngay diéu dé khong ?

Mot trong nhifng nhi¢m vu quan trong hang d4u clia ngudi thay 1a khong dugc
13m cho hoc sinh c6 4n tugng 12 nhitng bai todn khong c6 quan hé gi vdi nhau va
néi chung khong c6é quan hé gi véi phén con lai clia vii tru. Ching ta c6 thé tim
thdy su lién hé clia bai todn nay vdi nhiing bai todn khéc khi ching ta nhin lai cdch
giai bai todn do. : .

Hoc sinh s& thdy 18 ring viéc nhin lai cdch gidi nhu vay la thyc su bé ich néu
nhu cic em dd c6 ging mot cach chan thyc dé tim ra 10i gidi d6 va néu nhu cic em
c6 ¥ thitc 12 dd lam viéc c6 ket qua. Khi dé, hoc sinh muén thay duoc 12 su c6
géng d6 c6 thé mang lai cho minh mot c4i gi khac va cdn phii lam gl dé nhitng 14n
' sau cfing thu dugc két qua tot nhu vay. Em ¢é thé diing két qud va phuong phdp da
tim ra cho mot bai todn khdc khong ?

14. Vidu

& muc 12, cuéi cling hoc sinh dé c6 dugc cich giai : néu ba canh cta mot hinh
hop chit nhat, cing xuat phét tr mot dinh 1& a, b, ¢ thi dudng chéo s&

béng\/a2+b2+c2 . ‘ ;

Em 6 thé thit lai két qud dé khong ? Ngudi thdy khong thé chd doi mot cau
tra 181 thod déng & nhiing hoc sinh it kinh nghiém. Tuy nhién, ngudi hoc sinh can
phai s6m biét ring nhiing bai todn "bang chit" rat c6 loi cho nhitng bai todn hoan
toan bing s. Bai todn "bing chit" thi két qua c6 thé thir bang phiéu c4ch ma mot
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Em co dung hét tdt cd nhung cdi cho bzet trwac khong ? Tdt cd nhu‘ng ¢ai cho
biét trudc a, b, ¢ ¢4 mdt trong cong thitc tinh duong chéo khong ?

"Chiéu dai, chzeu rong va chiéu cao déng mét vai tro nhu nhau trong bai toén
ciia chiing ta, bdi todn dét ximg véi a, b, c. Vay, trong cong thitc tinh duong chéo
tim dugc, a, b va ¢ déng vai tro déi xing khéng ? Cong thite ¢é giit nguyén khi doi
chd a, b, ¢, v6i nhau khong ?

"Bai todn ciia chiing ta la mgt bai todn trong khéng gian phdi tim duong chéo
mot hinh hgp chit nhdt cho biét kich thude cde chiéu la a, b, ¢. N6 cilng twong tu
nhu mgt bai todn hinh hoc phdng : tim dudng chéo cia mét hinh chit nhat cho biét
cdc canh a va b. Két qud bai toan trong khong gian ciia chung ta ¢6 tuong tu voi
két qud bai toan trong mdt phdng khéng ?

"N chiéu cao ¢ gidm ddn va mdt hdn, hinh hop tré thanh hinh chit nhét.
Néu trong cong thite ta ldy ¢ = 0, ta ¢6 thu dugc ¢éng thite ding cho duomg chéo
cua hinh chiv nhdt khong ?"

"Néu chiéu cao ¢ tang lén, duong chéo ciing ting lén. Tu cong thite, chiing ta
c6 suy ra duoc diéu dé khong ?. "Néu ba chiéu a, b, ¢ cila hinh hop tdng theo cung
mot ti 1€ thi dudmg chéo ciing ting theo ti 1é d6. Néu trong cong thite, ta thay a, b,
¢, theo thit tw bdng 100a, 100b, 100c, biéu thite clla dudng chéo ciing phdi nhdn
lén vai 100. Co ding nhu vdy khéng ?

"Néua, b, c do bdng mét, céng thiic ciing cho ta d¢ daz clia duong chéo tinh ra
mét, nhung néu ta tinh cdc ds dai ra cen-ti-met, cong thitc van ding. Cé thuc nhu
vdy khéng ?" (Hai cau hoi sau ciing thuc chat 1a tuong duong ; xem muc néi vé thi
nguyén). Nhifng cau héi trén c6 loi vé nhiéu mat. Trude hét, mot hoc sinh thong

minh ¢6 mét 4n tugng 15 rét 12 cong thic cla chung ta ¢6 thé kiém tra lai dugc .

bang rdt nhiéu céch. Truéc kia, anh ta tin chic ring cong thitc d6 ding vi anh ta di
lap cong thuc d6 rat cén than. Nhumg bay gio, 1ong tin clia anh ta cing ting thém.
vi 1ong tin d6 bt nguén tir mot nguyén nhan khic, thuoc vé loai "tat nhién thuc
nghiém". Nhu viy, nhd nhitng cau hoi trén, nhiing chi tiét cta cong thic mang

mot ¥ nghia, moi, mot sgi day néi lién gitta ching véi nhiing su kién khic. Do d6, - .
c6 nhidu kha’ ;nang dé cOng thitc khic sau vao tri nhd va nhu'ng kién thitc ctia hoc

sinh nh¢ d6 dugc cling 6. Sau hét, ngudi ta dé dang sira d6i nhitng cau hdi d6 va
dem dung cho: nhu‘ng bii todn khic tuong tw. V6i mot kinh nghiém nao d6 trong
khi g1a1 nhiing bai todn ciing loai, mot hoc sinh théng minh cé thé thay dugc
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nhimg ¥ chung nim trong nhing cau héi do, tic 1a str dung t4t ca nhimg cai da cho -
biét trude, bién ddi nhitng cdi da biét, st dung su d6i xing, su tuong tu. Néu em
nao cb duge théi quen tién hanh sy khio sit theo nhitng hudng d6, thi diéu d6 co. .
nghia 12 em d6 da c6 mot budc ti€n cin ban trong nghe thuat giai cac bai todn.

Em 6 thé thit lai cdch ldp ludn khéng ? Trong nhitng trudng hop kho khan va
quan trong c6 thé cin thiét phai thir lai cach lap luén-timg budc mot. Néi chung,
chi cAn chon mot s§ diém "méu chét” dé thir lai. Trong trudng hop cla chiing ta c6
thé khuyén nén xét them mot vin dé phu, khong 1i thid 1m, 14 khi nao thi bai todn
khong c6 101 gii. Em c6 thé chiing minh rang tam gidc c6 cdc canh la x, y va ¢ 1a
mot tam gidc vuong khong 7 (xem cudi muc 12). Em c¢6 thé ding két qud hay
phitong phdp gidi ndy cho mét bai todn khdc khong ?

Sau mot vai vi du, khi hoc sinh 4 ty tin & stic minh thi cdc em c6 thé tim thay
d& diang céc ung dung ma thuc chat 12 c4c thé hién cu thé clia bai todn dat dudi
dang triru tugng.

Chinh ngudi thiy da diing sy gidi thich cu thé d6 khi 14y phong hoc thay the
cho hinh hop trong bai toan. Mot hoc sinh it c6 khi€u vé todn, c6 thé dé nghi tinh
dudng chéo clia phong dn thay cho 16p hoc. Néu hoc sinh khong nghi duge gi hon
nita, thi ngudi thdy c6 thé dit ra mot bai todn hoi khéc, ching han : "Biét chiéu
dai, chiéu rong va chiéu cao chia hinh hop chif nhat, tim khoang céch gitta tam va
mot trong nhilng dinh ctia né".

Khi d6 hoc sinh c6 thé ding két qud clia bai todn ho vira gidi xong bang cich
nhan xét ring kho4ng c4ch phai fim bing nita dudng chéo ho vira tinh dugc. Hodc
12 ho c6 thé ding phuwong phdp 1am xuit hién trong hinh v& nhiing tam gidc thich
ho‘p (trong trudng hop nay, cdch lam sau kém phéan hién nhién va khong hay
bing). Sau Ung dung d6, ngudi thdy c6 thé xét bon dudng chéo chia hinh hop va
séu hinh chép ma sdu mat 12 cic canh bén. Khi trf tudng twong cha hoc sinh da
duoc thitc tinh, ngudi thiy c6 thé quay lai cau héi chia minh : "Chilng ta ¢6 thé
ding két qud hay phuong phdp ndy cho mgt bai todn khdc khong ?". By gio thi co
nhiéu kha nang 12 hoc sinh cé thé tim dugc mot sy giai thich cu thé bé ich hon,
ching han nhu : '

"Ngudi ta cdn dung mot cot cao 8m tai tam clia mot méi nha phang hinh chit
nhat dai 21m, rong 16m. P& giff cot cdn bén day cép dai bang nhau, céc day cdp
- déu xudt phat tir mot diém c4ch ngon c6t 2m va chang t6i bon géc méi. Hoi chiéu

dai cia mbi day cdp ?". :

Hoc sinh c6 thé dung phuong phdp cha bai todn ma cdc em da gidi mot cdch
chi tiét bing cdch lam xuét hién mot tam gidc vudng trong mat phéng thing dimg
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va mot tam gide vuong;kh
ding két qud bang edchsti
mot trong bén day cép, cdn cac canhla: . -

-a=10,5 b=8 =~ ¢=6

1g. ,nam'ngang Hodc ]a cdc em c6 thé
] 14t ma dlm’ng chéo x1a

Ap dung truc ti€p cong thic, ta cd : x = 14 5.

Nhitng vi du khdc s& dugc néu ra trong muc : "Em ¢ thé ding két qud dé lam
gl khéng ?".

15. Nhing phuong phép khéac nhau

Ching ta lai ti€p tuc nghién ctu bai todn da xét & nhitng muc 8, 10, 12 va 14.
Céng viéc chi chét 12 viec dé ra duge chuong trinh da néi téi trong muc 10. Chi v
ring, ngudi-thdy c6 thé 1am theo mot cdch khéc, xudt phét diém nhu & muc 10,
ngudi thdy c6 thé dit ra nhiing cau héi nhu sau : "Em ¢6 biét bai todn ndo gan
gidng véi bai todn ndy khong 7. :

"Em 6 biét bai todn nde tuong tu khong ?". Em thdy ring bai todn dit ra cho
em 13 mot bai toan hinh hoc trong khong gian. Em c6 thé nghi ra mot bai todn
hinh hoc twong tw nhumg don gidn hon trong mét phing khong ?

"Bai todn clia em c6 lién quan t6i mot hinh trong khong gian, t6i dudng chéo
‘clia mot hinh hop chit nhat. D6 véi mot hinh trong mit phing thi bai todn tuong ty
- s& nhu thé ndo ? Ta phai xét dudng chéo cha hinh gi 7"

"Hinh chi¥ nhat".

Gia st hoc sinh rat cham hiéu, thd o va khong thé nghi trude diéu gi, thi cudi
cung du muén hay khorg, em d6 cling phai tham dy vao viéc giai bai todn tdi mot
~ chimg muc nao dé, di 1a rét it. Ngoai ra, néu hoc sinh qué cham hiéu, thi ngudi
thay khéng nén bit ddu vé6i bai todn vé hinh hop m& khong cho chudn bi trude
bang ba1 toan tuong tu v& hinh chit nhat.

Bay gi0, c6 thé ti€p tuc nhur sau :

"Day la mét bai todn gdn gidng véi bai todn hzen tai ma em dd gidi roi. Em ¢6
thé clung né dé lam gi khong ?". ‘

"Em phaz thém vio dé mot phédn ti phu ndo dé ¢é thé dung d‘u’ofc né ?".

Cubi cung; ngudi thdy cé thé din dit hoc sinh t6i cdi ¥ cdn thi€t. Ca1 ¥ dola
quan niém ‘dudmg chéo cha hinh hop da cho nhu dudng chéo clia mot. hinh chit
nhat nao d6 (thi€t dién cta hinh hop véi mat phéng di qua hai canh dox) Céi y nay

vé thuc chat cing 1a cdi ¥ truéc (muc 10) nhung cach lam thi khac. O muc 10,
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thong qua céi chua biét, ta thiét 1ap su tiép xtic v6i nhiing kién thic da ¢6 clia hoc
sinh, hoc sinh nghi t6i mot bii toan minh d3 gidi vi rdng céi chua biét clia cic em
ciing 12 cai chua biét ctia bai to4n dang giai. Trong muc nay, chinh su tuong tu da
1am nAy ra c4i ¥ cha cach giai. )

16. Phuong phép héi ca thdy gido

Nhu chiing ta da trinh bay trong nhing muc 8, 10, 12, 14, 15 thuc chét 1a nhu
sau - bat diu bing mot cau hoi téng quét hay mot 161 khuyeén 14y trong bang, sau
d6, néu cin thiét, di dén timg budc ti nhitng cau hbi chinh x4c va cu thé hon cho
t6i khi im thdy cau hoi goi ra duge céch giai trong ddu hoc sinh. Néu nhu phéi
gitp hoc sinh thuc hién cdi ¥ cfia minh, thi ciing bit ddu bing mot cau hoi téng
quat hay mot 101 khuyén 14y trong bang, sau do, néu can thiét di téi mot cau hoi
dic biet hon va cit tiép tuc nhu vay. Bang cha ching to; hién nhién chi dimg cho
phan 16n nhing trudng hop don gian, nhung 10 rang 1a con c6 thé duoc hoan thién
hon. Tuy nhién, vén dé quan trong 14 15 khuyen bao ban ddu phai don gidn, tu
nhién va téng quét va bang phai di ngin gon.

Nhimng 11 khuyén phai don gian va ty nhién, nhu vay thi mé&i dé st dung. Loi
khuyén phai téng quat, nghia 12 khong phai ching chi 4p dung dugc cho bai todn
dang xét ma 1a dp dung dugc cho nhimg bai todn thudce dl céc loai sao cho ching
¢6p phin 1am phat trién nhing khd néng cha hoc sinh chit khong phai chi mot ki
x40 riéng biét nao do.

Bang phai ngén sao cho c6 thé thudng xuyeén nhic lai nhitng cau hoi ma khong
thy gia tao ngay ca trong nhiéu trudng hgp khéc nhau. Nhu vay thi cudi cung, hoc
sinh cé thé th&#m nhudn nhiing cau hoi dé va cdc cau hoi ndy s& gép vao viéc phat
trién mot théi quen ciia tri 6c. :

Cén thi€t phéi di dén t6i nhiing 161 khuyén méi Idc mét chinh xdc hon d€ hoc
sinh c6 thé ty 1am dugc nhiéu viéc chimg nao hay chimg &y.

Céch hoi khong cing nhéc chit nao va d6 1a mot wu diém ctané vi & day moi
hé théng c6 tinh chdt may moéc, gido diéu déu khong t6t. Phuong phép cta ching
t6i 6 it nhiéu linh hoat co gian, né thira nhan nhidu céch dé cap dén bai todn
(muc 15) c6 thé can thigt phai 4p dung cic cau hdi do sao cho ching c6 thé vao
théng trong ddu hoc sinh. Néu doc gia mudn thir ding phuong phép cha ching toi
& trong 16p hoc thi cén phai thén trong. Cén phai nghién ctu ki vi du & muc 8 va
phitng vi du sau nay & cdc muc 18, 19 va 20. Can phai chuén bi chu déo nhing vi
du da chon ta, déng thdi phai xét dén nhiéu cach khac nhau dé cap bai todn. Bt
ddu bing mot vai 14n thi, s€ thdy dugc 12 nén st dung phuong phép nhu thé nao,
hoc sinh ti€p nhén phuong phép d6 ra sao va cin mot thoi gian bao nhiéu.
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17. Cau hdi 18t va cau hai i .+, | |
| Hidu 15 phuo’ng phép dat cauy ] phép ta dinh gid mot
s6 101 khuyen hoc sinh khi gitip c4c em. gidi cac-bai toan. Ta tré lai tinh hinh nhu &
ddu muc 10, khi d4 d3t cau hoi : Em cé bist mot bai todn nao gén 8idng Véi bai
toan cia em khéng ? Nhung ciing c6 thé, véi chit ¥ gitip hoc sinh, ngudi thdy diing
mdt cau hdi khic thay thé cho cau héi trén : Em ¢d thé dp dung dinh I Pi-ta-go &
ddy dugc khong ? Dit 13°c6 thién ¥, mot cau hoi nhu vay that tai hai. Ching ta hdy -
tim hi€u nhitng diéu kién trong d6 cau hai duoc dat ra, khi d6 ta s& thdy 15 c6 ca
mot loat nhiing try ngai chéng lai su gidp de theo kiéu d6. Thuc vay :

1) Néu hoc sivh d3 gén fim ra cich giai, cdc em c6 thé hidu duoc 161 khuyén
nim trong cu héi trén, nhung trong trudng hop nguoc lai, rat ¢ thé ngudl hoc
sinh hoan toan khong thdy duge muc dich clia cau héi. Thanh thir cau hoi ching
giip ich gi cho hoc sinh trong khi cic em cin su gidp d& hon Tic nao hét.

* 2) Néu hoc sinh hiéu 16 khuyén, cdc em s& khdm phd ra tat c va s& ching con
phéi 1am gi nhiéu. | |
" 3) Cau hoéi ¢6 tinh chat qué déc biét. Ngay nhu néu ngudi hoc sinh cé thé ding
né d€ gidi bai todn da cho, em d6 s& khong riit ra dugc diéu gi cho nhing bai to4n
sau nay. Cau héi khong c6 gl b6 ich. ‘

4) Ngay cé khi ngudi hoc sinh hidu 194 khuyeén, em d6 c6 thé khoérig hiéu duoc
tai sao thdy gido lai c6 ¥ nghi dit ra cau hdi dé. :

Va nguoi hoc sinh 1am thé nao dé tim ra dugc mot cau héi nhu vay ? Cau héi
d6 dén mot cich dot ngot, khong tu nhién giong nhu con thé ma nha ao thuat 14y
trong mii ra. N6 khong bé ich gi. Con véi phuong phép néi trong muc 10 hay trong
muc 15, ta khong hé gip phai mot tré ngai nio trén day ca.

NHUNG Vi DY KHAC
" 18. Bdi foén dung hinh

Dung mot hinh vuéng noi ti€p trong mot tam gidc, sao cho hai dinh cﬁa:hi;m,
vuong him trén canh diy ctia tam gidc, con hai dinh kia niim trén c4c canh con lai
clia tam gidc.

"Cdi gi la chua biét 2"

"Mot hinh vuéng"

"Nhiing cdi gi da bict 2"
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"Mot tam gidc, c6 vay thoi"
- "Diéu kién clla bdi todn la gi ?"
"B&n dinh clia hinh vuong phii ndm trén chu vi clia tam gidc, hai dinh trén’ -
canh ddy, con hai dinh theo thi t trén hai canh kia". .

nCé thé thod man duge diéu kién cia bai todn khong ?"

L)

"B nghf ring dugc, nhung chua biét chinh x4c".

"Bii todn di voi em khong phdi la dé. Néu em khong gidi dugc nd, thi trudc
hét hay thit gidi mét bai todn cing loai. Em ¢6 thé lam thod mén mot phdn ciia cdc
diéu kién khong ?".

"Nhung mot phan ca cdc diéu kién nghia la theé nao 7"

"Day nhé, cdc diéu kién dugc ddt ra cho moi dinh ciia hinh vudng cé tdt cd
bao nhiéu dinh ?"

"Bén dinh"

"Mot phdn cla cdc diéu kién sé ddt ra khong phdi cho ¢d boén dinh, ma cho mot
6 dinh it hon, em hdy giit lai mot phdn cdc diéu kién thoi va bo qua phdn con lai”.

"Phén cdc diéu kién ndo dé thod man nhdt ?"

"Cé thé vé duge dé dang mot hinh vuong ma hai dinh nam trén chu vi hinh
tam gidc va ngay cd mot hinh vuong ma ba dinh nim trén ba canh cla tam gidc".

"Hay vé hinh di"

Ngudi hoc sinh v& hinh 2.

Hinh 2 Hinh 3

"Em chi giit lai mot pkdn cdc diéu kién va dd bo qua phdn con lai. Bay gio,
cdi chua biét duogc xdce dinh dén ching muc ndo 2"

"Fiinh vuong khong dwge xdc dinh néu né chi cfi ba dinh ndm trén ba canh cla
tam giac".

“Diing. Ha&y vé hinh!"

Hoc sinh v& hinh 3.

o
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"Nhu em da néi, hinh vuong khong duoc xac dmh bdi phan cde diéu kién ma
em giit lai. N6 ¢6 thé bzen c’z’o “Thie the nao 2"

"Em dd ¢é ba dinh cia hmh vuong nam ti én chu vi clia tam gzac con d’znh thir
tie thi chua diing ché ciia né. Nhu em da néi, hinh vuong dé khong xdc dmh né ¢é
thé thay déi, do dé, dinh thit tu ¢ thé doi ché. N6 phdi doi ché nhu thé nao ?"

"Em hdy thit thi nghiém xem. Hay vé nhiing hinh vuéng khdc ¢é ba diph trén
ba canh gidng nhiu hai hinh vuéng vita vé. V& nhitng hinh vuéng nhd va to. Em thiz
xem quy tich cia dinh thit tw la g ? Dinh thit tu doi ché nhw thé ndo khi hinh
vuéng they déi ?"

Ngudi thdy da dan hoc sinh rdt gén téi § clia cdch gidi. Néu hoc sinh di trinh
d6 dodn nhan rang quy tich cta dinh thit tv 12 mot dudng thing thi anh ta da giai
dugc bai toan.

19. B&i todn ching minh

Hai géc ndm trong hai mdt phdng khdc nhau nhung méi canh ciia géc nay thi
song song va cung chiéu véi canh tuong u‘ng cita géc kia. Chitng minh rdng, hai
gé¢ dé bang nhau.

Day 1a mot trong nhitng dinh 1f co ban clia hinh hoc khong gian. C6 thé ra bai
todn nay cho nhitng hoc sinh c6 it nhi€u kinh nghiém vé hinh hoc phéng v biét
dugc nhitng kién thitc so bo vé hinh hoc khong gian. (Pinh 1i ma chiing t6i vira
phdt biéu va sép ching minh thyc ra 12 ménh dé thit 10 trong tap XI cia Oclit).
Ching t0i s& in nghiéng khong nhitng cdc ciu héi va 181 khuyén 14y tir trong bang
ma con ca nhitng cau hoi va 161 khuyén khéc tuong tng v6i ching, ching han
nhilng "bai todn vé ching minh" twong tng véi nhilmg "bai todn vé& tim tdi".
(Ching t6i da lap sy tuong tng d6 mot cach ¢6 hé théng trong muc nhiing bai todn
V€ tim to1, nhifng bai todn vé chitng minh 5, 6).

"Gid thiét cila dinh li la gi 2" -

"Hai géc ndm trong hai mit phang khéac nhau. M01 canh cta gdc nay th1 song
song va cting chiéu vdi canh twong dng ctia géc kia".

"Két ludn cia dinh Ii la gi 7"

"Hai gbc d6 bing nhau".

"Hdy vé hinh va dua vao cdc ki hiéu thich hop".
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- hiéu da dua vao".

Hoc sinh vé hinh, giéng nhu hinh 4
va chon nhimg chit cho hinh v& v6i mot
sy gitip do it nhiéu cha théy gido.

| Gid thiét cila dinh Ii 1a gt ? Hay
phdt biéu né bang cach diung nhiing ki

"BAC va B’A'C' nim trong nhing
mit phing khdc nhau. Ta c6 AB // A'B'va
AC /] A'C’. Ngoai ra, AB cling chiéu véi
A'B' vi AC cing chiéu véi A'C” "

"Ké’t ludn cua dmh lila gl\ 2", Hinh 4 Hinh 5

IIBAC‘_‘_—_ BYA]C Iz

"Hay xét ki két ludn va thit nght t6i mot dinh If quen thudc ¢é ciing mot két
ludn nhu vdy, hay mot két ludn tuong tu’.

"Né&u hai tam gidc bing nhau thi cdc goc tuong ting bing nhau doi mot".

"Rat ding. P6 1a mot dinh Ii ¢6 lién quan t6i bai todn cia em va da dugc
chitng minh. Em ¢é thé ding nd aé lam gi khéng ?"

"Em nghi ring c6 thé, nhung chua thay 16 phéi lam thé€ nao ?7".

"C cén phdi dua vao mot phdn 1 phu d€ ¢6 thé ding dugc dinh I trén khong ?"

.....................

"Déy nhé! Pinh li em vita phat biéu rdt diing dé lién quan t6i nhiing tam gidc,
mot cdp tam gidc béng nhau. Trong hinh vé cia em, ¢6 cdc tam gidc khong ?"

"Khong, nhung em ¢ thé 1am xust hién dwoc. Em n6i B véi C va B' v6i C".
Khi d6, em c6 hai tam gidc ABC va A'B'C™ (Hinh 5).

"Dyiing, nhung nhiing tam gidc dé dung délam gi ?"

- "Diing dé ching minh ket luan cla dinh 1f 1a cdc géc BAC va B'A'CY
bing nhau".
"Diing, néu nhu dé la diéu em mudn chitng minh thi em cdn t6i nhiing tam
gidc nhu thé nao ?" '

"Nhitng tam gidc bing nhau. Vang, ding thé, em c6 thé chon B, C, B, C
sao cho : :

AB=AB'VAAC=AC’

"Rét diing. Bay gic, em mudn chiing minh caigi ?".
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"Em mu6n chitng mlnhhaltam gidc d6 dng nhau : '

Neéu chiing minh duoc diéu dé,thi suy ra ngay dugc két luan BAC = B'A'C"™,

"Rdt kha! Em da ¢é mét cdi dich méi Io di ching mz;zh mot két lugn mdi. Hay
xét kT két ludn va thir nght toi mot dinh Ii quen thudc dsi véi em ¢ cung mot két
lugn nhit vdy, hay ¢é mot két ludn niong tu". '

"Hai tam gi4c bing nhau néu ba canh cfia tam gidc nay bing ba canh tuong
ing cta tam gidc kia". ' o .

"Ping, ¢ ddy bdt cit mot dinh Ii ndo khdc déu khong sit dung duoc. Pady lai la
mot dinh i ¢6 lién quan téi bdi todn cia em vo da duogc chiing minh. Em c¢é thé
dung né dé lam gi khong ?".

"'C6, néu nhu em biét dugc BC = B'C™".

"Dung. Vdy muc dich bay giorla gi 2",

"Hdy thit nght t6i mot dinh I quen thudc ¢6 cung mot két ludn tuong tu'.

"Em biét mot dinh 1f, két thiic bing : "... khi d6 hai doan thing bing nhau""

Nhung né khong phi hop véi trudng hop nay. ' »

"Em 6 can dua vao mot phdn tiz phu dé ¢6 thé dung dvgc dinh li d6 khéng ?".

"Ddy nhé, lam thé ndo ma chiing minh dugc BC = B'C” trong khi khong cé mot
quan hé nao trong hinh vé giita BC va B'C™.

"Em da dung téi gid thiét chua ? Gid thiét ciia bdi todn 1a g 2"

"Chiing ta gia st rang AB// A'B, AC// A'C.. Bm phai ding t&i gia thigt d6".

"Em dd tdn dung toan by gid thiét chua ? Em néi ABJ| A'B’ d6i v&i AB va AB’
6 phdi em chi biét ¢6 thé thoi khéng ?". , _

"Khong, AB con bing A'B' theo cich dung. Nhiing doan théng dé song song
va bing nhau. AC va A'C' ciing vay". | o

"Hai doan thing song song va c6 do dai béng nhau".

"D6 1a mot hink ¢6 ich lgi. Em dd géip & déu chua 2",

"Piing 16i! § hinh binh hanh! Em n6i A véi A", B v6i B' va C véi C".

"Y d5 duge. Bay gio trong hinh vé cita em ¢6 bao rhiéu hinh binh hanh t6t ¢ 2.
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"Hai, khong phdi, ba, khong phai, cé hai. Em mudn néi ¢6 hai hinh ma ta ¢6
thé chiing t& ngay 12 hinh binh hanh. Con mot hinh thi ba cling ¢6 vé 1a hinh binh
hanh. Em hi Vong ring c6 thé ching minh né ding 12 hinh binh hanh va khi d6 1a
chitng minh xong". o

Ngay nhiing cau tra 15 trudc cling da ching td em hoc sinh do 1a thong minh.
Pén nhan xét cudi cing nay thi diéu d6 khong con nghi ngo gi nita.

Em hoc sinh d6 cé kha nang dodn nhan mot két qua toan hoc va phan blet 10
rang dugc viéc dodn nhén va viéc ching minh.

Em d6 ciing d3 hiéu riing c4i ma ngudi ta dodn nhan c6 thé it nhiéu thira nhan
dugc. Hoc sinh d6 da thuc su biét sit dung nhiing kién thitc todn hoc ; em d6 da co
mot kinh nghiém thyuc hanh nh4t dinh trong viéc gidi cdc bai toén, cO thé tim ra va

_khai thic dén.cing mot ¥y hay.

20. Bdi todn xéc dinh vén téc cia mét qua trinh

Nude chdy vao mét binh chita hinh nén v&i mét van toc r ( thé tich nudc chdy
vao trong mot don vi thoi gzan) Binh chita ¢é dang mot hinh nén tron xoay truc
thdng ditng, dinh quay xudng dudi, ban kinh day béng a, chiéu cao hinh nén bang
b. Tim vdn téc muc nude ddng lén tai thoi diém ma do cao cua ot nudc bang y.

Tim gid tri bang s6 cita né néu a=4m,b=3m,r = m [phut, y = 1Im.

Gia thiét rﬁng hoc sinh déu biét nhitng quy tic don gidn cla phép tinh vi phan
va kh4i niém "vén t6c bién thien" clia nhig dai lugng bign ddi.

"Nhitng cdi gl da cho biét ?" | '

”Ban kinh ddy ctia hinh nén a = 4m ; chiéu cao ctia hinh nén b = 3m ; vén toc

nudc chiy vao trong binh r = 2m /phut va do cao cha cot nuéce tai mot thai diém
x4c dinh y = 1m".

"Diing. Pdu bai todn nhu dd khuyén ta nén tam thoi a
d8 nhiing gid tri bdng s& sang mét bén va li lugn bang
nhiing chit, biéu dién cdi chua biét theo a, b, r, y va sau b
cung, khi dd ¢é duoc biéu thitc dai s6 ctia cdi chia biét
$€ thay nhiing gid tri bdng s6 vao. Chiing ta lam theo
161 khuyén dé. Cdi gi la chua biét ?".

"Van t6c dang 1én ctia muc nudc, khi chiéu cao cot Hinh 6
nuGe bing y".

"Thé nghia la thé' nao ? Em ¢6 thé dién td bang cdch ndi khdc khong 2"

"Van t6c bién thién ctia chiéu cao cot nudc'.
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"Van toc bien thién cha him 5613 dad ham":

“Dring. Nhung y ¢6 phdi la mot ham sé khong ?

Nhu chiing ta d@ néi, ching ta khong dé'§ t6i gid tri béng s6 ciia né. Em ¢6
thé nght rdng y bién thién khéng 2" - ‘ - '
"C6 : y 1a chidu cao clia cot nuéc, ting 1én theo thdi gian".

"Vay y la ham s& cua gi ?".
"Cla thoi gian t".

"T6t. Hay dita vao mét ki hiéu thich hop. Ta biéu dién vdn toc bzen thién cuay
bdng ki hiéu todn hoc nhu thé nao ?".

dt
“Viagi?"
"L thé tich nudc tiong‘binh tai thoi diém t".
& ,
dv

’, ’ 2 .2 o3 d d ~ ) ~7N ~ N 12
"Rdt tot. Vdy em cdan biéu dién theo 7); a, b, —d—}; vay. Em sé€ lam nhu thé nao ?"

"Néu em khong gidi duoc bai todn ndy thi trude hét hdy thit gidi mot bai todn
- . , 2 ’ ’ s ~ PPy d ~ ~, 7 ~
gidng véi né. Néu em chua thay dugc méi quan hé gifta }7};: va nhitng cai da cho
biét, hdy thir lam xut hlen mot mdi quan hé do‘n gian hon nhiéu cé thé dung Iam
ban dap trong viéc gidi bai todn".

"Em khong thdy ¢6 nhiing quan hé khdc nita sao ? Chdng han, giita y va V- ¢é
déc ldp doi véi nhau khong 2" :

"Khong, khi y tdng, V ciing te;mg“.

"Vdy ¢é mot quan hé gitta 'y va'V. Quan hé dé la gi ?".

"V la the tich hinh nén véi chiéu cao y. Nhu‘ng em chua biét ban kmh day".

"Nhu’ng du sao thi cling c6 thé xét dugc. Cho né mot c4i tén nao dé, ching
han x"

I3
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"Diing. Nhung em biét gi vé x ? x ¢ phu thugc vao y khong e
4(6. Khi chiéu cao y cha cot nu6c tang, ban kinh x chia mat bién déi cling
tang theo". ) B '

"Véy, gita x vay cé lién hé voi nhau. Moilién hé déla gi ?".

"Pring i. Suy tir nhitng tam gidc dong dang, ta ch:

x:y=a:b"

"Thay khong, ching ta da tim duoc mot hé thic nita, phai c6 101 dung né. Nhé

ring, ching ta mudn bi€t mot he thic gifta x va y".

"Em c6 :
ay
x ==
b
2 .
_ra 2
3p*
"Rét diing. Toi cho rang hé thic cudi cong la mot co 6 tot dé xudt phdt, ¢6 phdi

khéng ? Nhung khong dugc quén muc dich ciia chiing ta. Cdi gi la chua biét ?".

"C4i chua biét 1a D
' dt

"Em cdn tim mot hé thic giﬁa%, % va nhiing dai lugng khéc. Nhung & day,
em da cé mot hé thu.'c ‘giﬁa y, V va nhiing dai lugng con lai. Vdy phdi lam gi 2"
"4y dao ham! Diing 16i! |
W _xd? b

* : dt  3p?2 dt

D6 12 15 gidi™.
"RGt khd! Con viéc tinh voi nhiing gid tri bdng s6 ?".
: g8 ! g

"Néua=4,b=3, —dK=r=2,y=1thikhid6:

dt
”_ 7161 dy,
-7 Codt
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P HAN THO HA)
GIAI MOT BAI TOAN NHU THE NAOQO ?

DO THOAI

1. Lam quen véi bai toan

T phdi bat ddu tir dau ? Hay bit ddu véi ddu dé bai todn.

Toi ¢6 thé lam g ? Phai thdy dugc toan b6 bai todn, cang rd rang, sing sta
cang t6t. Lic nay dimg quan tam t6i nhitng chi ti&t.

Lam nhw the, t6i duge 1gi gt ? Anh phai hiéu bai ton, 1am quen véi né, phai
thdm bai todn. Su chd ¥ vAobai to4n s& lam cho trf nhé thém manh va chudn bj
cho viéc tap hop nhiing vén dé c6 lién quan.

2. bi sGu vdo nghién cu bdi todn

T6i phdi bat ddu tir dau ? Toi nhic lai 1a bit ddu véi ddu dé bai todn. Bit ddu
cho t6i khi nao bai todn d3 try nén khi 15 rang, khé khic sau vio trf nhd sao cho
anh c6 thé khong nghi dén né trong mot ldt ma van khong sg "quén" hét.

Téi ¢6 thé lam gi ? Téch ta nhiing y€u t6 chinh cfia bai ton. Néu 1 mot bai
todn vé ching minh thi nhiing y&u t6 chinh 1a gia thiét va két luan, cdn néu 1a bai
todn vé tim toi thi d6 13 c4i chwa bist (4n), nhitng c4i da cho biét va diéu kién ctia
bii todn, thoat ddu theo thit tu l4n lugt sau d6, xét t6i nhiing t6 hop cha ching ;

thi€t lap nhiing quan heé c6 thé c6 dugc gitta mot chi ti€t va nhiing chi tiet khéc va

gilta méi chi tiét v6i toan bo bai toan.

Lam nhu thé toi duoc lgi gl 7 Chudn bi nhu vay, anh cé thé vach ra nhiing chi ‘

tiét cha bai todn ma sau niy, cé thé dong mot vai trd nh4t dinh.
3.Tim y hay

T6t phdi bdt ddu tir dau ? Phai bit ddu khio sat nhitng yé&u t6 chinh cta bai
todn. Chi bit ddu khi ndo anh g4 he théng dugc trong ddu nhiing yé&u t6 chinh do,
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khi da quan niém vé ching mot céch o Tang nhd cong viéc da lam trén va chi khi
anh cdm thdy trf nh6 cha anh minh mén va da tuan theo anh.

Toi ¢6 thé lam gi ? Hay xét bai.todn cla anh dudi nhiéu khia canh khac nhau .
vi tim nhimg diém ti€p xdc v6i nhimg kién thic da c6. Hay khao sit bai todn trén
nhidu mit. Hay khdo sat nhiing yéu t6 khéc nhau, cling nbu nhitng chi tiét khac

ahau nhidu lugt v6i nhiing quan diém khéc nhau. T8 hop nhiing chi tiét d6 lai theo

ahiéu céch va bit dau nghién ciu ching trén nhiéu mat. Thix ¢6 rit ra tir mbi chi
ti&t d6 mot ¥ nghia mdi, mot cach giai thich mdi clia toan bd bai todn. '

Hiy fim nhitng diém ti€p xtc v6i nhimg kién thitc méi c6 duge. Thir nhd lai,
d6i véi nhing bai todn trude day, trong nhitng trudng hop tuong ty, cdi gi da gidip
anh. C6 nhan ra céi gi quen thudc trong bai todn anh dang khéo sét va tim ra cai gl
c6 ich trong nhitng céi da biét. ‘ :

Téi 6 thé bét déu tiv cdi gi ? Mot ¥ hay ¢6 thé 13 mot ¥ quyét dinh, chi ngay
ra cho anh con dudng di t6i dich.

Cé thé ding mot $ hay nhu thé'nao ? ¥ d6 s& chi ra cho anh toan b con duong,
hay mot phén con dudng, nd con khuyén anh phai lam nhu thé nao. Nhiing ¥ do it
nhiéu khong ddy dfi, nhung di sao cling 1a t6t 61

Téi ¢6 thé lam gt néu c6 mot § khong ddy dil ? Phai nghién ctiu § d6. Néu n6
td ra c6 lgi trong mot chimg muc nao dé thi phai khao sét né mot céch chi tiét.
Néu thdy ring c6 thé dua vao ¥ d6 dugc thi phai thit xem n6 c6 thé dan anh t6i dau
va lai ti€p tuc nghién ciu tinh hinh m6i. Xét tinh hinh méi trén nhidu mit cta n6 -
va tim nhitng diém ti€p xtdc véi nhiing kién thdc c6 truéc day.

Lam nhu véy ¢6 lgi gi ? Anh c6 thé c6 may mén tim duge mot ¥ khic va ¥ nay
c6 thé s& din anh thing téi cdch giai. Cling c6 thé 14 né din anh téi nhitng nhan
xét khéc. C6 thé 1a mot s6 nhiing nhén xét d6 13m anh di chéch dudng. Tuy nhién,
nén mimg v6i moi ¥ méi du réng nd khong quan trong 14m hay con mo ho, bodi vi
chinh né lai c6 thé kéo theo mot ¥ phu 1am cho n6 thém chinh x4c néu nhu nd con
mo hé hodc 1a ¥ phu nay co thé 1am cho né t6t hon néu nhu né chua hay l4m.
Ngay ca trong mot lic nao d6 ma anh chwa c6 mot ¥ méi nao thuc sy t6t, anh van
c¢6 quyén vui sudng néu nhu quan nigm cha anh vé bii todn trd nén ddy dt hon, co
hé théng hon, thudn nhéat hon hay 14 can doi hon.

4. Thyc hién chuong trinh

Toi phdi bét ddu tiv-ddu ? Anh phai bt ddu tir cdi ¥ hay dd dén anh t6i cich
gi&i. Anh hay bét ddu khi anh tin chic d3 nim duoc ¥ chinh va dd cam thdy tu
minh c6 kha nang phéan tich dugc moi chi tiét ¢o thé cén dén.
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T6i ¢6 thé lam gi-2 Hay cing. c6 ,nhlmg thanhkvcéng- bus C dau cua anh Thuc
hlen mot cdch chi tiét. i e
truée day. Kiém tra lai‘m
hay néu-cd thé dugc bing ca hai cé [
thé chia thanh nhiing budc "lo‘n" va nhu'ﬁg buoc "nho‘ mo1 ‘bude 16n gOm ‘nhiéu
budc nho Trudc hét xét nhiing budc 16n trude rdi tiép dén nhutng buéc nho.

5. Nhin lai cach glcu
T6i phdi bét ddu tir dau ? Bét ddu véi chch gidi ddy df va diing trong moi chi tiét.

T6i ¢6 thé lam gi ? Xem bai todn trén nhiéu mit cfia né va tim nhimg diém
ti€p xiic v4i nhitng kién thitc d3 cé trude.

Hay xét nhitng chi tiét chia cdch gidi va c6 lam cho chiing duoc that don gian,
chi y t6i nhitng phédn 16n trong cich g1a1 va thlr 1am cho ching duoc gon hon, c6
géng nhin bao quat toan bo bai toan

CG ging hoan thién nhiing phan nhod va nhiing phén 16n trong cich giai, cudi
cung tim cdch hoan thién toan bo cich gidi, 1am cho cich giai sing stia mot cich
tryc gidc. Hay sip x€p né mot cch ty nhién trong hé théng nhimg kién thic cé
trudc chia anh. Hay xét ki ludng phuong phip ma anh d3 theo, c§ ging cho dugc

cdi phén chl y&u cha né va dem dp dung cho nhitng bai todn khidc. Hay xét ki

- luBng két qud clia bai todn va thir mang 4p dung vao nhimg bai todn khéc.
Lam nhu vay duoc loi gi ? Anh c6 thé tim thdy mot céch giai khac t6t hon,
phét hién ra nhitng su kién mdi va bé ich. Trong moi trudng hop, néu anh c6

théi quen xem lai ki cang cdc cdch gidi, anh s& thu dugc nhing kién thic rét c6 .

hé thong va sin sang d€ dem \ng dung, anh s& phét trién duoc kha ning giai
todn ctia minh.
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TU PIEN CON

Trong "tu dién" nay, tdc gi& giai thich chi tiét cdc van d¢ trinh bay trong bang
& cui quyén sich va mot s6 van dé khéc c6 lién quan dén phuong phdp giai todn.
C4c véin dé dugc trinh bay theo thit fir a, b, c. '

Anh cb biét mot bdi todn ndo gidng ndé khéng ?

Thuc t& khé ma dé ra dugc mot bai todn hoan toan méi, khong giong mot chiit
nio véi cic bai todn khdc, hay 12 khong ¢6 mot diém ndo chung v6i mot bai todn
trudc day da gii. Néu nhu c6 mot bai todn nhu vay, né vi tdt da giai duge. Thuc
vay, khi gidi mot bai todn, ta luon luon phai 1oi dung nhiing bai todn da giai, ding
két qua, phuong phép hay kinh nghiém da c6 dé gidi cdc bai toan d6. Hién nhien,
nhitng bai todn ta dung t6i, phai c6 lién hé nao d6 vdi bai todn hién c6. Do d6 ma

¢6 cau hoti trén.

Thong thudng, khong khé khan 1dm dé€ ta nhé lai nhing bai da giai. Trdi lai,
¢6 nguy co 12 nhé duge nhiéu qua va khong biét chon bai todn nao thuc su ¢6 ich.
Phai chon nhiing bai todn nao gin nhat véi bai todn dang xét. Phai x€t Ki céi chua
biét, hay tim mot bai todn da giai truc day lién hé véi bai todn hién c6 bang su

't6ng quat hod, su c4 biét hod va sy tuong tu.

Muc dich ctia cau héi trén day nhim huy dong nhi”mg kién thifc c6 tir trudc
("tién t6i va dat t6i" & muc 1) ching ta giff trong tri nhé cdi ban chét ctia nhiing
kién thiic todn hoc dudi dang nhiing dinh 1i d& chimg minh. Do d6 ma cau hdi :
"Anh ¢6 biét mot dinh Ii ndo ¢6 thé ding duge khong ?" dic biét thich hop véi
trudng hop clia "bai todn vé ching minh", tifc 1a khi ta phai ching minh hay bac
bd mot dinh 1f nao cho trudc.

Anh c6 ding hét moi di kién cho truéc chua ?

Trong qué trinh gidi bai todn nho vao nhing kién thic cha ching ta khong
ngimg dugc tap trung ma sau ciing chiing ta hiéu bai todn sau sic va ddy di hon lic
ban ddu (xem muc "tién t&i va dat duge” muc 1). Nhung nhu vay thi Iic nay cong
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viéc s€ ra sao ? Ching ta da ¢6 mgi ca1 can: th'et chua 2 Chung ta d4 hoan toan hiéu
bai todn chua ? Ank¢é c[ o hétmoi-dif kié U 2?2 Co- dung tat ca (,ac
diéu kién khiong ? (Cau héi trongimg: VO‘"I 3i-todn vé chiing riinh ! 12 D L

Anh ¢6 ding hét moi gid thiét ciia dinh I chua 7 o :
1. D€ minh hoa diéu néi trén; ta trd lai "bai ton v& hinh hop" da néi & muc 8

(va dugc xét trong cdc muc 10, 12, 14, 15). C5 thé ¢6 hoc sinh sau khi cé ¥ nghi

tinh dudng chéo cla mot mat : Ja? +b% , thi khong nghi thém dwoc gi nita. Thay
gido khi d6 c6 thé gidp anh ta bing cdch hdi : “Anh ¢é ding hét moi dit kién cho
trude chua ?" Nguoi hoc sinh khong thé khong nhan thdy 1 trong cOng thitc

Va* + b? ‘khoéng c6 chita s6 ¢ da cho. Do d6, anh ta cin phai tim c4ch dua s6 c
vio. Thanh thiy, anh ta cé nhiéu kha niang dé nhan ra tam gidc vuong cé cic canh

a vVa® + b"2 va ¢ con canh huyén chinh 12 dudng chéo ctia hinh hop phai tim
(xem mot vi du khdc trong "cdc phén tir phu" muc 3). Nhitng cau héi cla bang ma
ta xét & day déu rat quan trong. Vi du trén di néi 5 vai trd clia ching trong viéc
xay dung cich gidi. Ching c6 thé givip ta tim thiy diém yéu trong quan niém clia
ta vé bai toan, gidp ta phat hién phdn tir con thi€u. Thyc vay, mot khi ta da thdy
thi€u mot phin tlr can thiét, thi tdt nhién ta s& c6 tim cdch dua né vio. Nhu vay,
ching ta da c6 moét chia khod, mot cdi hudng tim ki€m nhat dinh cé thé dua ta téi
mot quyet dinh.

2. Nhiing cau hdi chia ching toi khong nhitng gitp cho viéc xay dung cich giai
ma cdn gitip ‘thir lai cdch giai nita. D& hiu rd hon, ta gid st phai thir lai ching
minh mot dinh If ma gia thiét gém ba phdn déu quan trong. Diéu d6 c6 nghia 1a
néu bé di mot trong ba phén d6 thi dinh 1f khong con diing nita.

Trong chfmg. minh, ta c6 ding hét toin bo gid thiét khong ? Ta c6 ding tdi phan
tht nhat chia-gi thi€t khong ? Cu thé dimg & dau 2 Phin thit hai dung & dau ? Phan
thit ba dimg &;dau ? Khi tra 1i nhitng cau hdi d6, chiing ta da thir lai ching minh.

- Cdch thir nay rét ¢6 hiéu qua, b ich va hau nhu cin thiét dé hiéu dinh Ii mot

cdch saw sic, dic biét 1a néu chu‘ng minh cla né dai va phic tap, diéu nay mof
ngudi doc thong minh déu hiéu 5.

3. Muc dich nhiing cau hoi & day nhdm xem ta quan hiém bai todn c6 ddy db
khong. Quan niém d6 chac chin s& khong ddy di néu ta bd qua mot dit kign quan
trong, mot diéu kién cha gia thiét ; cling nhu néu ta khong nim dugc ¥ nghia cha mot
thuét ngltnao do, lien quan t6i mot khdi niém quan trong. Do d6, dé biét 15 ta.dd hiéu
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bai todn ddy db téi dau, chiing ta phai dat cau héi sau : Anh dd chil y toi tGt cd nhiing
khéi niém c6t yéu cé trong bai todn chua ? (Xem muc "Pinh nghia"' muc 7).

4. Nhiing nhan xét trén, cé nhilmg han ché cdn duge bd sung thém. Thuc vay; -
chung chi ap dung truc tiép duge cho nhitng bai todn "dét ding” va "cd nghia".
Mot bai todn vé tim toi goi 12 dat dung va c nghia phai chifa tdt ca nhiing dit kién
can thiét va khong c6 dit kien nao thira. Diéu kién cla bai todn phai vita van 4,
nghia 12 khong dugc mau thuén va khong dugc thira. Khi gidi mot bai toan loai
nay, hién nhién ching ta cin ding tét ca-nhitng dit kién va toan bo diéu kién.

D6i tugng ciia mot "bai todn vé chiing minh" 1a mot dinh i todn hoc. N&u mét
bii toan nhu vay ma dit ding va c6 nghia, thi moi dit kién trong gia thi€t cta dinh
1i déu 12 c6t y&u cho k&t luan ciia no.

Khi ching minh mot dinh 1 nhu vy, tat nhién ta cin ding tat ca cdc dit kién
clia gia thiét. Nhiilng bai todn, trong céc sdch gido khoa trung hoc, diing ra, thuong
1a dat dung va ¢6 nghia. Tuy nhién, ta khong nén sao nhang tinh than phé binh ;
mbi khi c6 mot chiit nghi ngd, ta phai fy hoéi : "co thé thod min diéu kién cta bai
todn khong ?". Bing cdch thir tré 101 cdu hoi d6, hay mot cau hoi tuong ty, ching
ta c6 thé di t6i chd tin chic it nhat 13 dén mot chimg myc nao d6 rang bai todn clia
ta dd dugc dat ding cach. ,

Cau hoi 1im nhan dé cho muc nay va nhing cau héi tuong tu chi c6 thé dit ra
duéi dang nay trong trudng hop ma chiing ta biét dugc bai todn 1a co nghia va dat
dting, hay 1a chiing ta khong c6 co s& nao dé dat gia thi€t nguge lai.

5. C6 nhiing bai toan khong phai todn-hoc dugc "dat ding" theo nghia da xac
dinh. Chéng han, nhitng bai toan hay vé ddnh c& chi duge c6 mot 101 giai duy nhit,
trén ban cd khong dugc ¢6 mot quén nao thira, .

Tuy nhién, nhimg bai todn thuc tién thuong ] 1t xa tinh trang c6 thé dat

ding. Trong truong hop nay dé 4p dung nhitng cau hdi trong muc nay, cin phai
xét lai chiing mot cach cén than tir ddu.

Ban da gdp bai todn dé 14n nao chua ?

C6 thé 12 ban da gi4i bai todn mot 1an réi, hay it ra ban dd c6 14n nghe néi dén
hay da giai mot bai todn hoan toan twong ty ; d6 1a nhing kha ning ma ta chd nén
bd qua. Ban hay thit nhé lai. Ta da gdp bai todn nay ldén nao chua ? Hay la ta da
gdp né dudi mét dang hoi khdc ? Ngay néu cau trd 101 1a khong, thi nhiing loai cau
héi nhu vay ciing ¢6 thé "huy dong" dugc nhiing kién thiic cén thiét.

Vin dé trén day thudng dugc hiéu theo nghia rong hon nhiéu. Mudn tim dugc

11 gidi, ta phai tim lai trong trf nhé nhimg kién thic thich hop, c6 thé 4p dung
dugce vao bai todn (xem muc : "tién tdi va dat duge”), 1€ di nhién ta chua thé thay
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dic diém nao d6 cha ba.l todn hién tal lam ta chu yvic "_é 12 quan trong, th1 td
hdy c6 nhé lai xem 13 d3 gip dic diém dé & dau trong?bai todn nao: Dac ‘diém d6
1a gi ? N6 ¢6 quen thudc khOng ?Ta dd gdp né ldn nao chua ?

Bdi todn vé fim 16i (fim &n), bdi toén vé chiing minh.

Ta s& thuc hién mot sy d6i chi€u song song gifta hai loai bai to4n nay.

1. Muc dich cta "bai todn vé tim t4i" 12 tim ra mét d6i tuorng nao do6 1a cdi
chua biét ctia bii todn, c4i chua biét con goi 1a cdi phai tim, 12 4n, c4i ma ngudi ta
héi. Nhiftng "bai todn vé tim t0i" c6 thé 12 If thuyét hay thuc hanh, triru tuogng hay
cu thé, 13 nhiing bai todn nghiém tdc hay chi 12 nhiing cau d6 don gian. Ta c6 thé
tim cdi chua biét dt cic loai, c§ ging tim ra, nhén dugc, kiém dugc, 1am ra hay 1a
dung moi loai d6i twgng. Trong truyén trinh thdm, cdi chwa biét 12 thh pham ;
trong viéc ddnh c& 1a mot nude di ; trong dai s6 so cip 1a mot s6 ; trong mot bai
dung hinh 12 m6t hinh v&. - '

2. Muc dich cta "bai todn vé ching minh" 12 chlmg minh mot diéu da dugc
phit biéu 16 rang 1a diing hay sai.

Mot nhan chiing xdc nhan rang tht pham & nha anh ta trong mot dém nio dé

va 6ng chdnh 4n phai phét hién ra 181 x4c nhan trén c6 ding khong va phai dua.

trén nhiing co s& chic chin nhat dé ching t4 réng sy phat hién cha minh 13 ding.
D3i véi ong ta, d6 1a "mot bai todn chitng minh". Viéc ching minh dinh If Pi-ta-go
12 mot bai todn ching minh khic. O day, ta khong néi "ching minh hay bic bd"
dinh 11 Pi-ta-go. Miac d4u 1a vé mot phuong dién ndo dé nén dua vio, trong trudng
hop trén day c6 thé bd qua diéu d6, vi ching ta biét ring kha nang béc bod dinh 1
Pi-ta-go la khong déng ké.

3. Nhitng yéu t6 chinh clia mot "bai todn v& tim t0i" 14 cdi chua biét, nhiing
cdi dd biét va cdc diéu kién cha bai todn. Néu ta phai dung mot tam gidc c6 cdc
canh a, b, ¢ thi-cdi chwa biét 1a mot tam gidc, nhitng c4i da biét 1a ba do dii a, b, ¢
va céc diéu kién 12 cdc canh cha tam gi4c phai dung theo thit tu cé nhiing d6 dai
nhu trén. Néu ta phai dung mot tam gidc c6 cic chidu cao a, b, ¢ thi cdi chua biét
1a mot d6i tuong ciing loai véi bai todn trén, nhitng c4i d4 biét cling vay, nhung céc
diéu kién lién hé gitta c4i chira biét véi nhiing cai da biét thi khac.

4. Néu mot "bai todn ching minh" 12 mot bai todn ¢ dang thong thuong nhit,
thi cdi y&u t6 chinh clia n6 s& 1a gid thiét va két ludn cta dinh If ma ta can ching
minh hay bac bo.
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"Néu bén canh clia mot t gidc ma bang nhau, thi hai duong chéo chia n6 s&
vuong géc véi nhau". Phén thit hai chia cau Ia ket luan, phén thit nhat bat ddu bang
chit "néu" 14 gia thiét. Moi dinh I todn hoc khong phéi bao git ciing c6 thé chia ra
mot cach hién nhién 1am gia thi€t va ket luan. Piéu d6 khong thé c6 dugc chang
han trong trudng hop sau : "c6 mot 6 vo han c4c s6 nguyén t6".

5. D& giai hoan toan dugc mot "bai todn vé tim t0i" cin phai bigt mot cich
chinh x4c céc yéu t6 chinh, cdi chua biét, nhing cai da bigt va cdc diéu kién cua
bai toan.

Trong bang c6 chita nhiéu cau héi va10i khuyén co lién quan téi nhitng y&u t6 do.

C4i chua biét 13 gi ? Nhitng céi da biét 1a gi ? Chia cdc diéu kién ra thanh
nhitng b phan khéc nhau.

Hay tim quan he giffa cdi chua bi€t va nhiing cai da biét.

Hay xét ki cdi chua biét, thir nghi t6i mot bai todn quen thudc va cling chira céi
chura biét d6 hay mot cdi chwa biét tuong tu.

Hiy chi giit mot phdn cla cdc diéu kién va bd qua phdn con lai. Bay gio cdi
chua biét duoc xdc dinh dén mic do nao ? N6 ¢6 thé bién déi nhu thé nao ? Anh
c6 thé riit ra tir nhitng c4i da biét mot phdn tir ¢6 ich khong ? Co thé nghi tGi nhitng

 cdi cho biét khdc cho phép anh x4c dinh cdi chua biét khong ? Anh c6 thé thay d6i

c4i chua biét, hodc nhitng cdi da biét hodc thay d6i ca hai néu cin thiét sao cho céi
chua biét méi va nhitng cdi d4 biét méi gan v6i nhau hon khong ? Anh d3 st dung
t4t ca nhiing c4i d4 biét chua ? Anh da ding toan bo diéu kién chua ?

6. Néu phéi giai mot "bai toan chimg minh" thi cin phéi biét that chinh xédc
phén chinh chia né 12 gia thiét va ket luan. P6i v6i nhimg yéu t6 nay, cling ¢
nhitng cau héi va 11 khuyén ¢6 ich twong Ung v6i phan trong bang ddc biét danh
cho nhitng "bai todn v& fim toi". '

Gia thiét 12 gi ? K&t luanla gi ?

Hay phan biét nhimg phan khéc nhau caa gia thiét.

Hay tim m6i lién he gitta gia thiét va ket Juan. Hay xét ki két luan. Thir nghi
t6i mot dinh 1i quen biét c6 ciing mot ket luan hay mot két luan tuong tu, hay giit
mot phan clia gia thiét thoi va bo qua phdn con lai. K&t luan c6 con ding khong ?
Anh c6 thé, tir gi4 thiét, it ra mot diéu gi c6 ich khong ? C6 thé thay ddi gia thiét
hay két luan, hay 12 thay déi ca hai néu thay cin thiét, sao cho gia thiét mdi va ket
luan méi gdn v6i nhau hon khong ?

~ Anh d3 ding toan bo gia thiét chua ?
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Bdi toGn phu

Muc dich cta ta khong phai Ia giai bai todn nay, ma chi vi ta hi vong rang khi
x€t no, ta s€ di gin t6i cdch giai bai todn ban ddu. C4i dich ta muén dat t&i 12 cach
gidi bai todn ban ddu, cdch giai bai toan phu chi 12 mot phuong tién ma nhd né dé
dat t6i dich. '

_ Mot con budm ¢ bay qua cira kinh, ging cong nhiéu 14n vo ich. Ma khong
chiu thit sang cilta s6 bén canh-dé md, noi né da bay vao trong phong. Con ngudi
¢6 suy nghi hanh dong théng minh hon. C4i wu viét ctia con ngudi 1a & chd 6 kha
nang tranh dugc tr& ngai ma minh khong khéc phuc tryc dién duge, ¢é kha ning
nghi ra dugc mot bai todn phu thich hgp néu nhu bai todn ban dau kho, gidi.

Viéc im mot bai todn phu 1 mot qud trinh suy luan quan trong. Kha ning dit
bai todn phu mot cch 13 rang, hiéu thau duge muc dich ctia né chi 12 mot phuong
tién d€ dat t6i muc dich chinh, 12 mot thinh cong tinh t& clia trf tug. Vi vay, viéc hoc
(hay day) cach van dung nhiing bai todn phy mot cdch thong minh 12 rit quan treng.

1. Vi du. Tim x, thod man phuong trinh :

x*~13x%+36=0

2

Dé ¥ 1iing x* = (x1)?, ta thdy ngay 12 nén ki hieu :
y= X’
Ta di t6i mot bai todn mdi : im y, thod man phuong trinh :
y*— 13y +36=0 '
Bai todn méi 12 bai todn phu. Ta c6 thé ding né 1am phuong tién dé giai bai
todn ban ddu, 4n s6 ctia bai todn phu y duoc goi 1a dn 56 phu.
2. Vi dy. Tim-dudng chéo ctia hinh hop chit nhat cho biét ba canh ciing chung
mot dinh cha nd. o
Khi tim c4dch giai bai todn nay (muc 8) bing su tuo‘ngvtl,x (muc 15), chiing ta c6
thé di t6i mot bai todn khéc : im dudng chéo cha hinh chi¥ nhat néu cho bist do
dai hai canh cling chung mot dinh cfia né.
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Bai toin m&i d6 13 bai todn phuy, ching ta khéo sdt né vé6i hi vong rit ra tir d6
mot diéu bd ich cho viéc giai bai todn ban ddu.

3. Loi ich. C4i 1gi ma ta ¢ dugc, khi xét bai to4n phu c6 thé mang nhiing tinh. .
chét khac nhau. Ta cé thé ding két qud clia bai todn phu. Chéng han trong vi du 1,
khi giai phwong trinh dac biét dsi voi y, ta tim thay y 6 thé bang 4 va 9. Ta két
luan ring hodc x* = 4, hoic x> = 9- Tir d6, ta fim dwoc moi nghiém chia phuong .
trinh ban ddu. Trong nhitng trudng hop khéc, ta lai dang phuong phdp cla bai todn
phu. Chéng han trong vi du 2, bai todn phu lién quan t6i hinh hoc phing, n6 tuong
ty v4i bai todn ban d4u trong khong gian, nhung don gidn hon, ta khao sat mot
c4ch thong minh bai todn phu loai twong tu v6i hi vong 12 né s& b ich, nd cho ta
diéu kién 1am quen vdi nhiing phuong phdp nhat dinh nhitng phép tinh nhat dinh,
véi cdi cong cu ma cudi cing chiing ta ¢6 thé diing no dé giai bai todn ban dau.
Trong vi du 2, viéc chon bai todn phu nhu vay 1a rét dat. Phan tich ki bai todn phu
d6, ta s& thdy ring c6 thé dung ca phuong phap va keét qua cha né (xem muc 15 va
muc "Anh ¢6 ding hét moi dit kién cho trude chuu ?).

4. Nguy hiém. Thoi gian va suc luc cha ching ta dé giai bai todn phu, khong
phai 12 duge ding truc ti€p cho muc dich cta ta. Néu viéc khao sit bai todn phu
khong c6 két qua thi thoi gian va stc luc bd ra 14 vo ich. Vi vay, cdn phai ¢ kinh
nghiém chon bai todn phu theo nhiéu céch khdc nhau. Ching han, bai todn phu cé
thé d& 1am hon bai todn xuit phét, né ¢ thé t6 ra bé ich va quyén rii ghé gém.

Poi khi bai toan phu cé 1gi & chd 12 n6é méi va né dem lai nhiing kha nang
chua khai thic. Chiing ta chon bai todn phu vi viéc tim céch giai truc ti€p bai todn
ban dau déu khong c6 két qua va chi dn t6i sy mét moi.

5. Lam thé n3o dé tim ra bi todn phu. Viéc giai bai todn ban ddu thudng phu
thudc vao chd c6 tim duge bai todn phu thich hop hay khong. Khon ndi lai khong
c6 mot phuo’ng phap toan ning cho phép tim dugc bai todn phu, cling nhu khong
c6 mot phuong phdp toan mi, ludn din t6i cdch giai. Tuy nhién c6 nhitng cau hoi
va 191 khuyén cé ich, ching han nhu hdy xét cdi chua biét. Ching ta thudng tim
duoc bai todn phu c6 ich bang cdch bién déi bai todn.

6. Cdc bai todn tuong diwong. Hai bai todn 12 tuong duong, néu nhu cach giai
bai todn nay din t6i cdch giai bai todn kia. Nhu vay, trong vi du 1, bai todn ban
ddu va bai to4n phu 12 twong duong. Ta xét nhimg dinh If sau : '

A— Trong mbi tam gidc déu mbi gbc bang 60°.

B— Néu trong mot tam gidc ma ba géc bing nhau, thi mbi goc déu bang 60°.
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bang nhau " o

chimg minh dinh 1f A twong duong VO‘l bai todn chu‘ng mlnh dinh 11 B

- Néu nhu phai chimg minh dinh I A, ta ¢6 thé 1am cho bai todn try nén dé dang
hon, bing cich dua vio bai todn phu 1a chiing minh dinh If B. Ching minh dinh 1{
B c6 d& hon dinh A mot chiit va didu quan trong hon 13 ta phai thay trude dugc

rdng bai toan B 14 c6 thé thira nhan dugc ngay tit ddu. Ping nhu vay, dinh i B,

trong do chi néi t6i cic géc, to ra "thudn nhat" hon dinh 1f A trong d6 néi téi ca

cdc gbc va céc canh. Viéc chuyén bai todn ban dau sang bai todn phu s€ goi la mot.

phép rit-gon thudn nghich hodc 1a hai chiéu, hodc 1a tuong duong néu nhu bai toén
ban ddu vi.bai todn phu 14 tuong duong. Nhu vay, phép rit gon trong vi du 1 ciing
vy ; phép it gon thuan nghich, nhu ta da thay 1a phuong phip quan trong va tot
nhat d€ dua vao bai todn phu. Tuy nhién, bai todn phu khong tuong duong voi bai
todn ddu cling rat quan trong (xem vi du 2).

7. Nhng chudi cdc bai todn phu tuong duong thwong gdp trong nhiing suy
Iugn todn hoc. Ta phéi gidi bai todn A : ta khong gidi dugc né nhung phét hién
dugc 1a A tuong duong v6i mot bai todn B khac, khi xét bai B, ta c6 thé di t6i bai
‘todn thit ba C, twong duong véi B. Tiép tuc nhu vay di tir C t6i D va tat nhién ct

- nhu th€ cho ti khi bii todn cudi ciing L ma céch gidi cha né da biét hodc 1a rat

don gidn. Vi mdi bai todn déu tuong dwong voi ba1 todn ding trudc nd nén bai todn -

sau cung L s& twong duong véi bai toan A.

Thanh thir, chiing ta nit ra dugc cach giai baJ todn A tit bai todn L, 12 mét xich
cuéi cling trong chudi céc bai todn phu, chudi phu kiéu nhu thé niy dugc cdc nha
todn hoc Hi Lap chu ¥ t6i, nhu mot doan clia Pappuyt da xdc nhan. P& minh hoa
ching ta 1&1 xet viduy 1. Ta goi (A) 12 diéu kién budc 4n s6 x :

(A)x ~13x* +36=0

Mot trong nhitng cdch giai la ta bién dicu kién d6 thanh mot didu kien khac
ma ta goi 1a (B) : :

(B) (2x*)* — 2(2x%).13 + 144 = 0
Ta chi y ring cdc diéu kién A va B 12 kh4c nhau. C6 thé néi ching chi hoi

khdc'nhau : tdt nhién-dé thdy 1a ching tuong duong nhung khéng nhit thist 1a _

déng nhét véi nhau.
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Viéc di tir (A) t0‘1 (B) khong nhiing chi hop phidp ma 12 c6 muc dich 16 rang,
hién nhién, doi voi t4t ca nhitng ai d quen giai phuong trinh bac hai. Tiép tuc theo
huéng dé, chiing ta lai bién déi didu kien (B) thanh mot diéu kién (C) khdc :

© @2x2? =2 (2x). 13+ 169 =25
Tiép tuc tinh todn chi tiét, ta 1ién ti€p cd :

D) 25> —13° =25

(B)2x* —13=%5

2 13+5
(G x== 13;:5 '

(H) x = 3, hay -3, hay 2, hay 2.

M5i mot phép rit gon ma ta thuc hién nhu vay déu 12 thuan nghich. Do do,
diéu kién cudi cing (H) tuong duong véi diéu kién ban ddu (A), thanh thir cdc s6
3, -3, 2, —2 12 tit ca cdc nghiém clia phuong trinh ban déu. Nhu vay, trén day ta da
c6 duge tir diéu kién ban déau (A), mot ddy diéu kién (B), (C), (D), ... ma trong do,
mbi diéu kién déu tuong duong véi didu kien ding truéc né. Diém nay ddng chd ¥
hon ¢4, vi c4c diéu kién twong duong dugc thoa min boi ciing nhimg doéi tugng
nhu nhan. Do d6, bing céch di tim moi nghiém, thod man mot diéu kién mdi,
twong duong chiing ta s& c6 dugc moi nghiém thoa man di€u kién ban dau.

‘Nhung khi chuyén tir diéu kién ban d4u sang mot diéu kién hep hon, ching ta
s& bi mat nghiém, con nhu khi chuyén sang mot dieu kién rong hon, chiing ta s€
nhén duge nhitng nghiém thira, thit y&u khdc hén véi bai todn ban dau.

Néu nhu, trong khi thuc hién mot day nhitmg phép rit gon ma méi ddu ching
ta chuyén sang mot diéu kién hep hon, 61 sau d6 chuyén sang mot diéu kién rong
hon, thi chiing ta c6 thé hoan toan mat ddu vét ctia bai todn dau.

D& tranh sy nguy hiém @6, thi m&i 1an dua vao mot diéu kién méi, ching ta
nhét thiét phai thir lai c4n than xem c6 tuong dwong v6i didu kien ban déu khong.
Vin dé d6 s& quan trong hon nhidu néu nhu ta ¢6 khong phai mot phuong trinh ma
]2 mot he phuong trinh, hay 1a néu nhu cc diéu kien khong duge biéu dién bang
céc phuong trinh, ching han nhu trong céc bai todn dung hinh.

(Hay so sdnh v6i muc "Pappuyt’ ddc bigt & muc 2,3, 4, 8 ¢6 trinh bay mot

chuBi cic "bai todn vé fim i, trong mdi bai todn d6 déu c6 &n s6 mdéi. Su sdp x€p
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8. Phep rit gon mot (,hzeu G1a st ta cb hal ba1 toan A va B deu chua g1a1 Neu
nhu chiing ta c¢6 thé gidi duoc b todn A thi cling s& giai duac hoan toan bai todn B ;
nhung diéu nguge lai khong ding : néu chiing ta c6 thé gidi dugc bai todn B thi c6
thé 12 ta thu dugc nhitng hidu bigt nhat dinh vé bai todn A, nhung khong phai 1a biét
gidi bai todn B thi ta hoan toan giai dugc bai todn A. Trong truong hop nay t6t hon
la di gii bai todn A. Nhu vay viéc giai bai todn A dem lai nhiéu hon céch giai bai
todn B. C6 thé n6i, bai todn A c6 nhiéu hiéu qud hon con bai todn B it hiéu qud hon.

Neéu nhu ta di tir bai todn xudt phat t6i mot bai todn nhiéu hiéu qué hon, hay it
hiéu -qué-hon, thi ta s& goi budc dé 1a phép rit gon mot chiéu. Ca hai phép riit gon
mot chi€u, it nhiu déu phiéu luu hon so véi phép rit gon hai chiéu (thuan nghich).
Vi du 2 clia ching ta minh hoa phép it gon mot chiéu di tGi bai todn it hitu qua
hon. Thuc vay, néu chiing ta c6 thé gi4i bai todn ban ddu vé fim dudng chéo hinh
hop c6 cdc canh a, b, ¢, thi chiing ta ¢6 thé chuyén d& dang sang bai todn phu bing
céch dat ¢ =0 va c6 duge hinh chit nhét v6i cdc canh a, b. Vi du-khéc vé phép rit
gon mot chiéu di dén bai todn it hidu qua hon duge triinh bay trong muc "Su ¢4 biét
hod" va céc muyc 3, 4, 5. Nhitng vi du chiing t6 rdng chiing ta c6 thé may mén
tranh duorc Vlec diing bai todn phu it hiéu qua hon bing céch dua vao mot so khao
- st phy, dan ta t6i cach giai bai todn ban déu.

- Phép rtit gon mot chiéu di dén mot bai todn nhiéu hidu qua hon ciing ¢6 thé c6
ich (xem "su téng quat hod", muc 2 va phép it gon tit bai todn thi nhat t6i bai
todn thit hai trong muc "Phép quy nap todn hoc" cdc mic 1, 2). Bai to4n nhiéu hiéu
qué hon ¢6°thé 1a d& hon. 6 chinh 1 "nghich If cfia nha phat minh".

Bién ddi bai toén

Mbdt con budm c6 ) bay qua cira kinh, ¢6 gang dé tho4t ra ngoai nhiéu ldn nhlmg
vo ich, ma khéng chiu thir sang clra sO bén canh dé md, noi nd da bay vio trong
phong, €618, con chuot nhit hanh dong khon ngoan hon. Bi nhét trong biy, né tim
cdch chui thodt ra gifta-hai thanh chén nay, réi gifta hai thanh chin khdc va ctt the
thir moi cdch ¢6 thé. Mot con ngudi, trong moi trudng hop giai todn phéi biét thay
ddi du dinh ctia minh mot cdch thong minh hon, phai biét xem xét moi kha ning
c6 thé mot cach cb y thuc hon.

Con ngudi phai biét hoc & nhiing sai 14m vi nhiing thi€u s6t chia minh "thua
keo nay bay keo khdc", trong céu cham ngodn d6 bao ham 161 khuyén sdng sudt cta
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nhén dan. Con budm, con chudt va con ngudi déu lam theo 161 khuyén d6, nhung
on ngudi dat dugc thanh cong hon, chinh Vi da biét biéh dbi bai todn mot cich
thong minh hon.

L. CuGi ciing, khi d fim dugc cch gidi, ching ta hiéu bai todn chinh xdc va 15 -
rang hon lic ban dau. D& di tir quan niém ban ddu vé bai todn t6i mot quan piém
chinh x4c hon, ddy dt hon, chiing ta da nghién ctiu bai todn theo nhiéu quan diém
Khac nhau, khao sat n6 dudi nhiéu khfa canh khdc nhau.

Thinh cong trong viéc giai bai todn phu thudc vao viéc chon con dudng ding
va phu thudc vao viéc ta tan cong phdo dai c6 diing mat yéu cta n6 hay khong.

P& thdy duoc con dudng nao ding hon, phia nao d& qua hon, ta phéi xét bai
ton theo nhidu quan diém khac nhau, dé cap bai todn theo nhiéu cich, phai bién
déi bai todn.

2. Su bién ddi bai todn 1a c6t y&u. Sy kien nay c6 thé gidi thich bing nhiéu
c4ch. Ching han, mudn di téi cdch gidi mot bai toan, ta phéi huy dong va td chic
nhitng kién thitc da c6 tir trude. Chiing ta c4n phai nhé lai va van dung hang loat
nhiing yéu t6 cdn thi€t cho viéc gidi todn. Viéc bi€n déi bai toan gitdp ta nhd lai
nhifng yéu t& do.

Bing cdch nao ? Ching ta nhd mot loai "lién he" hay 1a "lién tudng", co nghia
12 diéu ma ching ta dang suy nghi, quan tam t6i e nay c6 khuynh huéng goi lai
trong tri nhé cla ta, cdi c6 lién quan véi nd trude kia. (Day khong phai chd ciing
chua phai Itic trinh bay chi ti€t Ii thuyét vé sy lién twong va nhilng gidi han cta
né). Bdng cdch bién 46 bai todn, ching ta mang lai nhing chi ti€t moi va nhu vay
d3 tao ra nhitng lién he mdi, nhiing khi ning méi 1am song lai trong tri nhé nhitng
céi gi lien quan t6i bai todn cua ta.

3. Khong cb mot sy tap trung cao do thi dimng hi vong gii dugc mot bai todn
nghiém tiic. Nhung mot sy tap trung chi ¥ vao mot d6i tugng, cing théng nhu vay,
chéng 1am ta mét moi. D sy tap trung cha ching ta khong bi gidm sit, can phai
thay d8i khong ngimg doi tugng clia chiing ta. Néu cong viéc tién hanh c6 két qua
fhi ching ta luon c6 cdi dé ma nghién ciu, ¢d nhitng vin dé méi d€ khdo sit va
nhur vay 12 duy tri duge sy chd ¥ va Iong phan khai ctia ching ta.

Nhung néu ching ta ddm chan tai ché thi su cham chi s€ it di, sy thich thd
gidm s, ta s€ thay mét mdi véi bai todn, tu tudng cha ta bit ddu phan tan va c6
nguy co xa 101 mét bai todn. ‘

Dé tranh c4i nguy co d6, ching ta phai ddt mgt cdu hdi méi, lien quan téi bai
to4n. Cau hoi nay md ra cho ta nhitng kha nang chua duge khai thic lién hé v6i
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nhiing kién thic trudc day, che
héi méi lai thu hiit duoc su c;;

2 ' o:bzén dsi bai todn va chi
cho ta thdy nhiing khia canh méi‘ctia no. T o
dy ]a hinh.vuong, cho biét canh clia ddy

4.Vi dy : Tim thé tich kh6i chop cut,
dudila a, clhia ddy trén 14 b va chiéu cao 12 A.

Bai todn nay c6 thé ra cho nhitng hoc sinh da biét cdc cong thiic tinh thé tich
hinh lang tru va hinh chép. Néu hoc sinh khong dé ra duoc ¥ ki€n nao dé gidi bai
todn thi thdy gido c6 thé bt ddu bing cach bich déi cc dit kien. Chiing ta bét ddu
xét hinh chép cut, trong d6 a >b. Khi canh b tang cho t6i lic bang a thi sao ? Hinh
chép cyt thanh hinh lang try va thé tich ta xét s8 bing ah. Khi canh b gidm cho t6i

2

2 T N —~ > h
O thi sao ? Hinh chép cut tr& thanh hinh chop va thé tich phai tim s& bing aT.
Viéc bién d6i cdc dit kién nhur vay trudc hét 1am bai todn trd nén bé ich. Ngoai ra,
no6 con cé thé goi ¥ bang cich niy hay cach khic ding nhitng két qua da biét vé
hinh lang try va hinh chép. Trong moi trudng hop, ching ta da tim dugc mot s6
tinh chat clia k&t qua cusi cling, cu thé 1a cong thic phéi tim thod man diéu kién
' 2

2 N . ~ h s- .- N7 /. -~ b

n6 c6 thé dua vé dang a’h véi b =ava 33— v61 b = 0. Biét trude duge nhitng tinh

~chét clia két qua phéi fim thi nhiing tinh chat d6 c6 thé goi cho ta nhig chi din

quy gid. Trong moi trudng hop khi tim thay cong thitc cudi cing, ta déu cé thé th
~ lai. Nhu vay, ta tra 16i duoc cau hdi : anh c6 thé thir lai k&t qua d6 khong ? (xem
muc nay diém 2).

5.Vidy : Dyng mot hinh thang, cho biét cdc canha, b, ¢, d.

Gia st a 1a ddy duéi, c 1a ddy trén, a va ¢ song song nhung khong bang nhau, b
va d khong song song. Chiing ta bt ddu bign déi cdc dit kién ctia bai todn néu nhu
khong c6 ¥ gi khac.

Ta bat ddu v6i hinh thang trong d6 a > c.

Neéu canh ¢ gidm t6i 0 thi sao ? Hinh thang tr§ thanh tam gidc. Nhung tam
gidc 1a mot hinh don gian va quen thuoc ma ching ta c6 thé dung duge theo nhifng
dif kién khdc nhau. C6 thé 12 tam gidc d6 gitp ta trong viéc dung hinh thang. Ta
thir 1am nhw vay bang cach ké mot dudng phuy, 13 duong chéo clia hinh thang (hirh 7).
X¢ét tam gidc d6, ta thay hinh nhu né ching gitip ta dugc gi 7 Ta biét hai canh a
va d, nhung ta lai cdn ¢ ba diéu kién.

Ta hdy thir mot cdch khéc. Khi ¢ ting cho dén lic béng a thi sao ?
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Hinh 7 Hinh 8

Fiinh thang tré thanh hinh bish hanh (hinh 8). Ta c6 thé ding n6 lam g} khong ?
Chd § t6i tam gidc ma ching ta thém vao hinh thang ban dau dé 1am thanh hinh
binh hinh. Ta dung dé& dang tam gidc nay theo céc canh da bigt b, dvaa —¢ bing
c4ch bién d4i bai todn ban ddu (dyng hinh thang), di t6i mot bai toan phu dé lam
hon (dung tam gidc). Dung két qua cha bai todn phy, ching ta gidi dé dang bai
todn ban d4u (chi cin hoan thanh viéc dung hinh binh hanh).

Vi du chiing ta c6 tinh céch dién hinh. Lin thir ddu tién cha ching ta khong
thanh cong ciing 12 dién hinh. '

Tuy nhién, xem lai cdch gidi ta nhan thdy ring 14n bién déi thit nhét khong
phai 12 vo ich. N6 c6 ¥ nghia ctia n6, cu thé 12 : n6 cho phép ta nghi t6i viéc dung
mot tam gidc, lam phuong tién dé giai bai todn. Thye vay, chiing ta da thanh cong
trong 14n thit thit hai bang céch stra d8i cdch bién déi thit nhat. Trong ca hai truong
hop, chiing ta da bién ddi canh c, 1an d4u gidm va 14n sau tang no.

6. Trong vi du trén, ta thudng phéi xét nhiéu céch bién ddi khac nhau cta bai
todn. Ta cdn phai bién déi bai todn, im nhiing cich phat biéu khdc, bién ddi né
cho t6i khi tim dugc bai todn c6 1oi cho ta. Ta c6 thé rit ra nhitng bai hoc tit mot
trudng hop khong thanh cong, Vi trong mot 14n thir khong thanh cong c6 thé cb
mot § hay béng cdch sita d6i nd, ching ta c6 thé di t6i mot 14n thir ket qua hon.

7. C6 mot loat nhing phuong phap x4c dinh dé bién d6i bai toan, thudng la cd
ich. Trong d6, cdc phuong phép, ching han c6 nhiing cdch bi€n ddi nhu quay vé
dinh nghia, phéan tich va 1ap t4 hop m&i, dua vao nhing phdn tir phu, su téng quét
ho4, su cé biét va sy tuong tu.

8. D& viéc sir dung bang dugc tot thi viéc dé ra nhing cau hdi nhu da ndi &
tren (diém 3) c6 mot ¥y nghia to 16n. Nhitng cau hoi méi co thé 1am ching ta lai
thich thi v6i viéc tim cdch giai bai todn.

Thiy gido c6 thé ding bang chia ching to1 dé gitip hoc sinh. Nhung c6 nhimg

~ hoc sinh khong cin t6i su gitp d vi d6i v6i ho thi thdy gido khong cén dét ra mot
_cau hdi ndo va cho phép ho duge tu minh 1am viéc, nhu vay 10 rang la thich hop

v6i viéc phat trién sy suy nghi doc 1ap cia ho.
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Hién nhién 12 néu hoc sinh gdp khé khin trong vige gidi todn thi thdy gido nén
c6 tim mot cau hdi hay mot 101 khuysn: ich 1lip-d& cdc em. Néu khong,
hoc sinh chén ngan bai ton, buérg toi dé ng’ baymit, “I}é’t"hﬁng thi vé bai todn,
pham phéi mot sai 14m nghiém trong nio d6 thi that 13 tai hai. Chung ta c6 thé
ding bang d€ gidi nhiing bai toan riéng clia chiing ta: Mu6n ding bang c6 ket qua,
phai theo su chi din da néi tren. Trudng hop cong viec troi chdy, khi ma trong qué
trinh giai bai todn, nhitng nhan xét méi cit tw né ndy sinh ra thi ¥ tat nhién ta
khong nén can trd viec dé bing nhiing cau hdi khong can thiét.

>

Nhung khi ching ta phai dimg lai, trong ddu khong c6 ¥ gi méi, thi ¢6 nguy co

12 bai todn 1am ta chdn nan. Trong trudng hop nay, ta phai nghf t6i mot y téng quat

- ¢6 thé gitip ich ching ta, nghi t6i mot cau hoi hay 15i khuyeén thich hop cta béang.

Va chiing ta vui v& d6n nhan bat ki mot cau hdi méi nao cé thé gidp ta fim ra con

dudng méi dé giai bai todn, né c6 thé 1am ta tr lai thich thd v6i bai toan, budc
chiing ta ti€p tuc lam viéc va suy nghi vé bai to4n.

Bondand Bécna (1781 — 1848)

Nha logic va todn hoc, 6ng di danh mot phan 16n trong tic phdm quan trong
trinh bay vé 1ogic cho van dé "thuat phét minh" (tap III, trang 293 — 575). V& phan
nay cla tic phdm, éng viet:

"() day, t6i hoan toin khong c6 ¥ dinh m6 ta mot qud trinh tim toi phdt minh
' nao d6, ma di tir lau nhitng ngudi ¢6 tai cling chua bist t6i. Vé vin dé nay, toi
cling khong hita trudc 12 s8 dem lai mot diéu gi hoan toin méi. Nhung t6i ¢6 géng
trinh bay 18 rang nhiing quy tic va nhitng phuong tién clia viéc tim todi khoa hoc
ma nhitng nhi khoa hoc di di theo, tham chf nhidu khi khéng cé ¥ thic. Du rdng
khong c6 40 tudng 14 s& hoan foin thanh cong trong cong trinh ndy, t6i luén ludn
hi vong ring sy déng g6p nhd bé cha minh Jam ngudi khic vira 1ong va s& cé
‘nhing 4p dung vé sau".

BG gé

C6 nghia Ia "dinh 1f phu". Thuat ngit nay géc & chitr Hi Lap c6 thé dich n6 mot
cdch that sat 14 "c4i dugc thira nhan". _ :

Vidu : Khi tim céich chiing minh mot dinh 1f A, ta s& gi& thiét c6 tén tai mot
dinh 1f B khéc. Néu B diing, hién nhién ta c6 thé ding né dé chiing minh A.

Ta thlra nhan tam thoi.B 12 ding, chira ching minh né va ti€p tuc ching
minh dinh If A. Pinh If B cong nhan nhu vay, 1a mot dinh If phu d6i véi dinh 1§
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A cho trudc. Su gidi thich ngan gon nay minh hoa diy day nghla hién nay cta
Chu 1lb0 d'\ll

Céc bdi toan thuc tién

'Vé nhiéu phuong dién ching khdc xa nhitng bai todn thuén tuy todn hoc. Tuy
phién, cac If luan va phuo’ng phép chinh dé giai thi vé can ban 12 nhu nhgu. Hon
nifa, nhifng bai todn thyc tién clia ngudi ki sw néi chung c6 bao gbém mot phan todn
hoc. Sau day chiing t6i s€ trinh bay nhimg diém khic nhau, nhitmg diém twong tu
va céc mo&i lién he gifta hai loai bai todn do6.

1. Xay dung mdt cong trinh thuy 101 trén mot dong song 12 mot bai todn thuc

tién ding chi ¥. Khéng cén c6 kién thitc chuyén mon méi hiéu dugc diéu dé. 6]
cAc thii Ki ¢b so clia loai ngudi, xa ki nguyén khoa hoc, ngudi ta cling sit dung céc
dap nude, ching han trong luu vuc song Nin (Al cap) va & nhiéu noi khic ma mua
mang phu thudc vao nudc song.

Ta hay xét vin dé x4y dung mot dap nudc quy mo hién dai.

Dau la én ? Mot bai toan thuc tién vé loai nay c6 nhiéu 4n : vi tri chinh xdc .
clia dap, hinh dang, kich thudc, nguyén vat liéu can dung, ...

Dau 1a diéu kién ? C6 nhidu, ta khong thé tra 10i vén tit dugc. Trong mot dé
4n 16n lao nhu vay, pha1 thoa mén nhiéu nhu cdu kinh t€, ma cang gay it thiét hai
cing t6t cho cdc nhu cdu co ban khéc. Chiéc dap phdi cung cép dién, cung cip
nudc vao rudng, hay nudc cho céc nhu cdu khdc va phai cho phep ta kiém sodt
dugc thoi Ki nuée 1a. Nhung c4i dap phai it can tr& sy di lai cla thuyén bé trén
dong song, sy phat trién cdc loai c4 c6 ich va khong 1am hong mot moi trudng
canh quan dep Va di nhién, gid thanh phéi cang thdp cang t6t va thoi gian xay
duyng phai ngan.

Dau la dit kién ? Kh6i lugng cdc dit kién ma ta phai chd y dén thi that 1a nhiéu
dén kinh khiing. C4n nhitng dit kién vé tric dia lién quan dén dong song va céc chi
nhanh cho noé ; nhu'ng dit kién vé dia chét cén cho su viing chic chia cdc nén moéng,
vé nudc tham, vé céc vat lieu xay dung c6 thé tim dugc tai ché ... vé thuy vin cho
biét nhitng ki nuéc 18 hing nam, vé kinki t& cho biét gid tri cdc ruong dat dugc tudi,
gi4 ca cdc vat liéu xay dung va sic lao dong ...

Vi du nay chiing td ring cdc 4n, cic dif kién, cdc diéu kién trong mot bai todn
thuc t& 12 phitc tap hon va khong dugc xdc dinh 10 rang nhu trong mot bai todn
thuén tuy todn hoc.

2. Mu6n giai mot bai todn bat ki, cdn c6 mot von kién thic t6i thiéu. Ngudi Ki
su hién dai c6 thé sit dung c’[éng thoi nhilng kién thic hoan toan chuyén mon, mot
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If thuyet khoa hoc vé stic bén yat heu Xinh ngh‘em ‘b’ than trong viéc xay dung
va kinh ngh1; y : »‘ﬁﬁg klen thuo rong
rdi nhu vay, nhlmg chung ta cung c6 thé ¢6 gang tuong tirong xem mot nguo’1 xay
dung dap thoi ¢d Hi Lap di 1 luan nhw thé nio. Di nhién, 6ng ta di ¢é dip xem
nhiéu dap khdc hay nhitng dé didu vi cong trinh thuy 1oi khic. Ong d4 nhin thay
song khi nudce 1, mang theo nhiéu thit ma no da cudn troi va gay 4p lyc hai bén
bo. C6 thé 6ng ta da tham gia sira chita nhlmg noi bi nude lut pha loai. C6 thé 6ng
da ching -ki€n mot cdi dap bi v& do nudc qud manh. Chic chin 6ng di nghe néi
dén nhidu dap chiu dung hang th€ ki va nhi€u tai hoa khi dap bi v& thinh Binh.
Chic chin trong déu 6c ctia 6ng cb nhiing ¥ nghi vé 4p luc clia nudc trén mat dat,
stfc chiu-dung va stc €p clia cdc vat ligu trong dap.

Tuy nhién, mot nha xay dung nhu vay khong hé c6 mot quan niém 18 ring,

dinh lugng, khoa hoc v& 4p sufit cdc chét 1ong hay vé céc luc dan héi trong céc ¢6

thé, ma quan niém d6 lai 1a mot bo phan co s& trong kién thiic clia mot ki su hién
dai. Nhung ngay ngudi ki su hién dai, ciing s dung rat nhiéu kién thic chwa dat
dén mot trinh do khoa hoc chinh x4c, nhitng diéu hiéu biét clia anh ta vé sitc phé
hoai clia nu6c, vé. ddt béi, vé stic déo va nhiéu tinh chat khdc chia mot s vat lieu
chua dugc xac dinh 18 rang, hu hét déu mang mot tinh chat thuc nghiém.

' Vi du nay chiing t6 rang, nhing kién thic cin thiét va nhiing quan niém dugc
it dung trong cdc bai todn thyc t€ 1a phiic tap hon va khong duoc x4c dinh 16 ring
- nhu trong c4c bai todn thudn tuy todn hoc.

3. Keét hop véi diéu nhan xét & cudi diém 1 vé céc 4n, dit kién va diéu kién,
chung ta co the ndi van tit ring, trong cdc bai todn thuc t&, tat ca déu phic tap hon
va khong ro Tang nhu trong cdc bai todn thudn tuy toan hoc. D6 14 didu khic nhau
co ban gitta hai loai bai todn d6 va tir d6 lai dwa d&n nhidu sur khéc nhau nita, tuy
nhién, cdc 14p luan va phuong phdp co ban dé dat dugc 181 giai thi déu nhu nhau
trong ¢4 hai:loai bai todn.

Thong thu'orng, ngudi ta thira nhan ring nhung ba1 todn thuc tién ddi hoi nhiéu
kinh nghlem hon : diéu d6 ciing c6 thé. Tuy nhién, theo ¥ kién chiing t6i thi su
khéc nhau chl y&€u ndm trong ban ch4t clia cic kién thifc can thiét, chit khong phal
trong cach gidi quyét clia chung ta. Du 1a bai todn nao ching nita thibao gid ta
Cung phéi nh& dén nhiing kinh nghiém c6 tir trudc va tu dit cho minh nhifng cii
héi : Ta d& gap bai todn nay duci dang hoi khéc chwa ? Ta ¢é biét mot bai toan
nao cung loai khong ?. o

D& gi&i quyst mot bai todn thudn tuy todn hoc, ching ta xuét phit tir nhitng
quan niém' rat 10 rang, twong d6i c6 trat tu trong ¥ nghi clia ta. V6i mot bai todn

50

L3

Hy

o

o



&)

thuc t€ nhiéu khi ta phai xuat phat ti nhitng ¥ nghi mo hé vj viéc lam sdng to céc
kh4i niém c6 khi lai 1& mot bo phan quan trong ctia bai todn. Nganh y hoc hién nay
6 nhidu didu kien dé chdn dodn céc bénh truyén nhiém hon trude thoi ki Pasto Vi
Kkhi d6 khdi niem v& truyén nhim con rét mo hé. Ta da dé'y dén moi khdi niém
thiét yéu cila bai todn hay chua ? D6 1a mot cau hoi b ich cho cdc loai bai todn,
nhung cdch st dung nd thay déi rat nhleu tuy theo ban chat cdc khdi niém ma ta
gip phai.

Trong mot bai todn thuin tuy todn hoc, moi dir kién va diéu kién déu la can
thiét va phai d€ §. Trong cdc bai todn thuc t€, ta c6 vo s6 cdc dit kién va diéu kién,
t4t nhién ta phai chiéu c6 dén chiing cang nhiéu cang t6t, nhu:ng dAu sao thi cling
phai bd qua mot s6. Ta trd lai trudong hop clia ngudi x4y dung. Ong phai chi ¥ dén
1gi ich cong cong 'va nhiing quyén 1¢i kinh t€ quan trong nhit, nhung lai phai hi
sinh nhiftng quyén 1oi clia mot vai cd nhan hay nhiing thiét thoi thit y&u. Nhitng di
kién ctia bai todn nay qua la vo tan. Chéing han, 6ng muén thu thap cang nhiéu chi
tiét cang t6t vé tinh chat chia ddt ma ong s&€ xay dung cong trinh, nhung vi khong
thé bd mét qué nhiéu thoi gian dé thu thap nhitng di kién vé dia chat, nén ong phai
bing 1ong v6i nhing tai liéu da c6 va nhu vay la két qua vé tuong lai s€ c6 phin
ndo khong chic chan.

Ban da sit dung moi dit kién hay chua ? Dd sit dung toan b diéu kién hay
chita ? Ta khong thé ndo trén trénh duge cic cau hdi d6 khi phai giai cdc bai toan
thudn tuy toan hoc. Trong bai todn thyc t€, c6 thé sira d6i cdc cau héi trén nhu.sau.
Ban da st dung nhitng dit kién ndo ¢4 thé gép phan ddng kévao viéc tim ra loi gidi
hay chua ? Ban da sir dung nhung diéu kién nao ¢é thé ¢6 dnh hudng ddang ké dén
loi gidi hay chua ? Sau khi d sép x€&p cac diéu hidu bigt ma ta da c6 dugc, sau khi
di tim hiéu thém nhiing chi ti€t khdc néu cén thiét thi s& dén mot ldc ma ta phai
chim dit cdc cudc tim hiéu, tuy bi€t chic chén rang nhu vay 1a dd bo qua mat mot
$6 diém. "So nguy hiém thi dimg di bién". Su that thi bao gi¥ cling c6 rat nhiéu dit
kién khong c6 anh huéng déng ké dén ket cuc cla 101 giai.

4. Nhing ngudi xay dung dap thdi c8 Ai Cap phai thoa man v6i nhiing kinh
nghiém cha ban than ho vi ho khong thé dua vao céi gi khdc. Nguoc lai, ngudi ki
su hién dai khong thé chi dua trén kinh nghiém, dac biet néu dé 4n cuta anh ta
nhim x4y dung mot cong trinh mdi va tdo bao. Anh ta phéi tinh todn stc chiu
dung cta dap dang du kién lam, trong thdy trudc mot cach chinh x4c nhiing Ung
Iuc trong cdc bo phan, diéu d6 budc anh ta pha1 4p dung 1i thuyét dan héi (dugc
x4c nhan rdt ding trong cdc cong trinh bang bé tong c6t sit). Nhung mudn lam
diéu d6, anh ta phai c6 mot kién thic rét rong rai vé todn hoc va nhu vay, ba1 todan
thuc t€ clia nha ki su dd dén dén mot bai todn thuén tuy todn hoc.
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- Bai todn nay thudc
g day, ma chi néu léng: 3nh?
todn thuin tuy todn hoc xuét phat tir nh v
ching ta gi6i han trong viéc tink. gan diin 2 dazbuoe phal bd qua mot s6 dit
kién va.diéu kién phu cha bai todn thuc tién. Vi vay, pha1 cong nhan mot sy thigu
chinh x4c phin nao trong khi t1nh toan dédc biét 1a n€u lam nhu vay thi tlnh todn
don gian di nhiéu.

¥ uing t6i khong dé cap dén
p ‘dat va gidi mot bai

5. Viéc tinh gin ding thi ké ra cling c6 nhiéu diéu b ich ddng néi. Nhung vi
chwa bi€t 15 "hanh 1" todn hoc clia doc gia, nén chiing t6i chi dé cap dén mot vi du
1i thd ma mudn hiéu thi chi can truc giac.

Viée lap céc ban d6 dia If 12 mot bai todn thyuc t€. Mu6n v& ban dé thi thong
thuong ngudi ta thira nhan qua d4t1a mot hinh cdu, diéu d6 chi 13 mot gia thist gan
ding khong phl hop véi thuc t&. Dién tich Trdi P4t khong thé x4c dinh bing todn
hoc va ta biét ring qua dét det & hai ddu. Tuy nhién, néu xem né nhu mot qua cdu
thi chiing ta c6 thé 1ap dia d6 d& dang hon nhiéu, ta c6 loi nhidu vé mit gian don
mia khong mat gi m&y vé tinh chinh xdc. Dé thdy 5 didu dé, ta tudng twong mot
qua béng 16n c6 hinh dang gidng heét qua dét véi dudng kinh & xich dao bing 3
mét. Khi d6 thi khoang cdch giﬁa céc cyuc ctia qua béng, di nhién bé hon dudng
kinh vi qua d4t bi det, nhung cling chi bé hon cé mot centimét.

- Nhu vay 1 hinh cAu c6 thé biéu thi gin diing qué dt, ma bidu thi rat t6t.

Cac danh ti (tO ngd) ca va méi

Céc danh tir cli va méi ding dé mo ta hoat dong cla trf 6c khi gidi cdc bai todn
thudng 1& mo hd. Sy hoat dong nay lai rdt quen thuc, nhung cling nhw moi thi
triru tugng, nd khé mo t khi khong nghién cttu mot c4ch hé théng thi ta khong thé
ding cdc danh tr chuyén mon, ma néu ding cdc danh tir thong thudong, bin
chuyén mon thi cdc danh tr nay thudng bi 1dn 1on vi ¥ nghia clia chiing thudng
thay d6i tuy theo tic gia. , .

Sau day, ching t6i néu mot s6 cdc danh tir méi dd dugc diing trong viéc nay
ma mdt s6 danh tir cfi, trong d6 c6 mot s6 ma chiing t6i da c6 dung vy khong dung
dén va mot s6 da dugc ding mic dii 12 mo hé. Ching toi s& ¢6 ging két hop nhleu
vi du cu thé. '

1. Phép phdn tich da dugc Pappus dinh nghia 16 rang : né chi mot 16i 1f luan
dién hinh 12 di tir dn (hay ket luan) dé tr3 lai cdc dit kien (hay gia thiét). Riii mot
di€u 12 ¥ nghia ctia danh tir nay dan dén bi bi€n déi va hién nay trd thanh khac hin
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~ (phan tich hod hoc, phan tich logic...), V1 vay, chiing t6i da tranh khong ding danh

tir nay, tuy rét tiéc.

2. Diéu kién lién hé 4n s6 v6i cdc dit kién. D6 1a mot danh tir 10 rang va cd ich.,
Nhiéu khi cdn phan chia diéu kién ra nhiéu phan. Nhung mobi phin d6 thudng ciing
lai dugc goi 1a mot diéu kién. Piéu mo hé nay ciing c6 thé trdnh dugc bang cich

ding mot danh ti m&i d€ chi cdc phén cia diéu kién, ching han, ta c6 thé goi méi

phén d6 1a mot diém, mot "diéu k1¢n"(1>.

3. Gid thiét chi mot bo phan quan trong cha mot dinh 1f todn hoc. V6i y nghia
d6, danh tir nay hoan toan rd rang va diy du. Piéu khd khin & day 1a nhiéu khi
mot bo phan cha gia thiét cling dugc goi 1a mot gia thiét, do dé co thé 1an 1on.
C4ch b6 khuyét cling nhu trén.

R{i mot diu 13 nhiéu khi ta phai ding danh tir "gid thiét" dé chi mot ¥ kién
chua chic chin, mot diéu dy doédn. Trong mot ngit canh cu thé thi diéu 1an 10n nay
s& khong xay ra dugc.

4. Li ludn gigt Ini. Danh tir ndy c¢6 mot s6 téc gia dung v6i ¥ nghia la "phan
tich". Chiing t6i diing dén, nhung chi mdt vai noi ma thoi.

5. Danh tir téng hop ciing dugc Pappus st dung véi mot nghia xéc dinh.
Nhung vi nhiing 1i do tuong tu nhu véi ding tir "phén tich”, nén ching t61 cling
phai trinh danh tit nay.

Céc phan ti phu

Lic giai bii todn xong thi quan niém cia ta vé bai todn trén s& toan bo, ddy da
hon nhiéu so véi ldic ddu (xem "di va dat t6i" muc 1). Trong khi di déan t6i céch

giai, ching ta bé sung thém nhitng phén tir méi vao cdc phan tir khdo sét lic diu.

Phén ti ma ta dua vao véi hi vong nd gitip ta tién t6i tim duge oach giai bai toan,
goi 14 phdn tit phu.

+ 1. Co nhiéu loai phén tir phu, khi giai bai toan hinh, ta c6 thé bd sung hinh v&
bang nhlmg du “ modi — nhu‘ng dwong phy (nhiing doan thang) Khi giai bai todn
dai s6, ta co thé dua Va0 dn s6 phy (xem muc "céc bai toin phu" d1ém 1). Pinh ii
phu 13 dinh ma ta dua vao vl hi Vong nh¢ no taco the ch dan t61 cach giai baJ
todn ban dau . :

(1) Khi kh(‘)ﬁ‘g so 1in 1on, chiing t6i vin goi mbi phdn d6 12 mot diéu kién Vi t!'la'y khéng cb

cdch gi hon (ngudi dich)
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-2. Nhitng ¥ nghi: dinita #Gi-viee-dua vio nhitng-phdn tir phu c6 thé rdt khic
nhau. Thét 12 vui mumg néu nhir ta ‘ éan tifang ty yOi. bai todn
chla ching ta dd gidi roi. Rit c co the RES an ¢ dimg t6i, nhung ta con
chua bigt. 1 pha1 lam nhu the nao Chang han ta dang ] gidi mot ba1 toan hlnh
Gia st trong mot bai toan twong tu nao do trucc day da g1a1 roi ma ta nhd 131 duoo
12 ¢6 néi dén nhiing tam glac nao do

Trong khi d6, trén hinh v€ ctia ta khong c6 mot tam gi4c nao ca. Pé cé thé 1oi
dung bai todn phu dia tim th&y thi hinh v& cta ta phai ¢6 chita mot tam gidc. Nhu
vay, chung ta phai dua vio mot tam gidc nhu the€ bing cdch bd sung hinh v& bang
nhiing doan thang phu thich hgp. Noi chung, néu ta da sém nhé dugc cach gidi clia
mot bai todn twong tr va mudn loi dung né d€ gidi bai fodn di cho, thi nén dit cau
hoi : Nén dua vao phan tir phu nao d€ cé thé 1oi dung duge bai toan trude day ? (Vi
du trong muc 10 14 dién hinh). '

Béng cdch trd lgi cdc dinh nghia, ching ta cling thdy sy tat yéu phai dua vio
nhifing phén tir phu. Chéing han, khi cho dinh nghia clia dudng tron, ching ta phai
nhd ngay tdi tam va bdn kinh cla nd va chi 10 ra trén hinh vé& dang xét. Néu
khong, ta khong thé it ra dwge mgt loi ich cu thé tir dinh nghia d6. Phat biéu dinh
nghia ma khong vé gi ca c6 nghia 12 nghién citu bing 151 néi sudng.

- Nhitng ¢6 géng dung nhitmg két-qua da biét va sy tr& vé véi dinh nghia Ja
nhing 1 do thong thudng nhit budc phai dua vao nhitng yéu t6 phu, nhlmg khéng
phai chi c6 vay.

Quan diém cha ta vé bii todn c6 thé thay dbi sau khi bai todn dugc bd sung
nhiing phén tir mdi, 1am cho né dugc ddy dt hon, lién hé chit ché hon véi nhing
kién thitc ¢6 trude va cé da kha nang goi cho ta con dudng di téi cdch gidi.

Tuy nhién, khi b8 sung nhiing phin tir méi, ching ta thudng khong hiéu 15
dugc ngay 1a ¢6 thé diing ching nhu the nao.

Chiing ta chi cdm thay ring da cé dugc "mot § chéi 1oi" trong quan niém mdi
vé bai todn sau khi da bé sung nhiing phan t& phu nhét dinh. -

Céi i dobuge pha1 dwa vio mét phan tit phu nao d6 c6 thé 1a khdc nhau nhung
1 do d6 1a phii ¢6. Khong nén dua vio nhitng phin tir ma khong c¢6 mét 1f do nao ca:

3.Vi du Du'ng mot tam gidc cho biét mot géc v6i mot dinh ctia nd, ch1eu cao
ké tir dinh d6 va chu vi clia n6.

Chung ta dua vao nhiing ki hiéu thich hop.Ta ki hiéu o 1a géc cho truéc, h 1a
chi€u cao cho trudc ké tir dinh A ma géc tai d6 bing « va p 1a chu vi cho trude.
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Chiing ta v& hinh trén d6 c6 ghi nhiing ki hiéu « vah.
. Anh da diing hét moi cdi cho biét trudc chua ?

Chua, i trén hinh v& chua ¢6 doan théng no c6 do dai p, bang chu vi clia tam . .
gi4c. Do d6, ta phai dwa p vio. Nhung dua vao nhu thé n2o ?

A - A -

Hinh 9 ‘ Hinh 10

Ta c6 thé thir dua p vao bing nhiéu cach khdc nhau. Nhung céch lam biéu dién
& hinh 9, 10 khong duoc tét. Tim cdch giai thich tai sao lai khong t6t, ta di t6i két
Juan ring nguyén nhan chinh 12 sy thi€u d6i xdng. ,
Thuc vay, trong mot tam gidc ma ba canh a, b, ¢ chua biét (ta ki hiéu nhu
thudng 16 : a 1a canh d6i dién véi goc A). Ta biét ring :
a+b+c=p
Nhut viy, cdc canh b vi ¢ déng mot vai trd nhu nhau ; ching c6 thé ddi 1an cho
nhau ; bii toan clia ching ta d6i xing véi cdc canh b va ¢, ¥ nghi dé c6 thé goi y
cho ta phai dua doan thing c6 do dai p vao nhw & hinh 11. Trén dudng kéo dai ctia
canh a, ta dit doan CE c6 d dai bing b & mot phia, con phia kia dat doan BD c6
do dai c. Thanh thir trén hinh v& (h.11) ta dung duge doan ED c6 d¢ dai :
. b+a+c=p
D réng c6 1t it kinh nghiém
gidi bai todn dung hinh ching ta
ciing khong quén dua vao cung
véi ED, céc doan thang phu AD
va AE ma mdi doan déu 1a ddy ==
ctia mot tam gidc can. E

Thuc viy, dua vao bai fodn
nhiing phin tit ddc biét don gidn va Hinh 11
quen thudc 12 Iudn luon c6 ¥ nghia.

Nhitng phén tir nhu vay chinh 1a cdc tam gidc can trong trudng hop ta dang
xét. Chiing ta da dua vao nhitng doan thing phu mot cdch rét cd két qua. Khao sat
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hinh v& mdi, ta phat trién-dugc, ot he thue don: gidn -gitta goc ETD va géc o .

Thuc vay, ding nhifng tari gidc

Sau chd y d6, hién nhien la phai &6 dlmg dlIO’C tarn gidc DAE. Thanh thu viéc giai
bai todn ban ddu dan t6i viéc gidi mot bai todn phu nao d4, rat don gian.

4. Cac thay gido va cdc tdc gia nhitng sich gido khoa khéng nén quén rang hoc
sinh va doc gia c6 suy ngh1 s€ khong hai 1ong néu ta gi6i thieu véi ho mét ching
minh lam s&n, trong d6 méi budc déu di duoc thir nghiém la ding, vi ho muén
biét co 56 va muc dich cha mdi bude phii lam. Viéc dua vao mot phan tr phu 1a
mot budc lam ta phdi chii § ngay. Néu nhu ¢6 mot duong phu tai tinh xu4t hién dot
ngot trén hinh ve thi ngudi hoc sinh hay doc gia cé suy nghi s thdy thit vong va
cam th&y nhu bi ddnh lira. Todn hoc chi b6 ich khi né béi b cho su nhanh trf va
kha nang suy luan cua ching ta.

Nhung st nhanh trf va khé néang suy luan khong thé dugc bdi bé néu nhu 1f do
va muc dich ctia cdc budc dip manh vio mit ta hon ca lai khong duogc giai thich 16
rang. Su gidi thich timg budc nho cdc chi y thich hop (nhu & diém 3) hay nhimng
" cau hoi va 16 khuyén chon loc cdn than doi hdi nhiéu cong sitc va thai gian (nhu &
nhiing muc 10, 18, 19, 20). Nhung nhiing su gii thich nhu vay c6 thé xing ding
v6i cong sitc b ra.

'Cdc quy tae clia phét minh

Quy tic thd nhat 1a phai c6 kha nang (th6ng minh) vi c6 may min. Quy tic thi
hai 1a phi kién tri, nhén nai khong thodi lui khi nhitng y y tudng hay chwa xuat hién.

Ching toi théy cén phai nhic dOo gid mot diéu, ddu c6 phén nio tho bao 1a
nhi€u khi ¢6 ging vin dua dén that bai. Thiét 1ap nén nhiing quy tic cé hiéu luc
mai nhdy d6 c6 thé gidi tdt ca céc bai todn 12 mot viéc con nén 1am hon 13 tim cic
kim thach nhr xwa kia c4c nha gia kim thuat da mat cong tim ki€m. Nhung nhimng
quy tdc nhu vay s& 12 do thuat, ma 4o thuat thi khong thé c6 duge. Tim dugc nhitng
quy tic chic chin cé thé ap dung dugc cho moi loai bai todn, dé chi 1a mot ao
tudng khong thé nao thuc hién duge. - ' '

Ngudi nghién ctu ding ddn khong di tim nhitng quy tic nhu vay ma cé thé cé
gang tim hiéu cic phuong phép dién hinh cfia qu4 trinh suy ngh1 hinh dang va cdc
giai doan ctia If luan ¢6 ich dic biet cho viéc gidi cic bai todn. Nhiing phuong
phép nay, moi ngudi c6 luong tri déu c6 thé sir dung duoge. Trong cdc phuong phap

nay, ta gap nhidu cau hoi va 1o goi § thudng duoc nhic di nhic lai : d6 13, nhing
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cau hdi ma nhimg ngudi thong minh thudng tu dat cho minh v nhilng ngudi thdy
xtmg ddng v6i danh hiéu do datra cho hoc sinh. St dung cic cau hoi va diéu ggi ¥
d6, gom gép lai trong mot béng co 1€ khong 1f thii bing sir dung cdc kim thach,

‘phung it ra ta ciing c6 thé c¢é dugc mot bang nhu vay. Bang ma chiing t0i trinh bay

& day gém nhiéu cau hoi thudc loai néi trén.

~ céc quy téc vé giang day

Quy téc thit nh4t 1a phai ndm viing diu minh day. Quy tic thi hai 12 phai bi€t
nhiéu hon néi dung chuong trinh day. »

Téc git quyén sich nay nghi ring d6i véi nha gido ciing c4n c6 nhitng quy tic,
néu khong thi quyén sich nay da ching ra ddi. Tuy nhién, ching ta khong nén
quén ring mot gido vién vé todn phai biét 16 nhing diéu minh day va néu anh
muén truyén cho hoc sinh cha minh 16i suy nghi thich hop khi gidi todn thi ban
than anh ciing phai quen thudc v6i 161 suy nghi d6.

Céc quy té&c vé hanh van

Quy téc thi nhat 12 phai bi€t 10 diéu minh mudn ndéi, quy tic thit hai 1a khi
mudn néi hai didu thi phai 14n Iugt phat biéu diéu nay trudc, diéu kia sau, cha

" dimg phéat biéu cling mot ldc.

Chdn dodn

Chiing t61 diing chit nay nhu mot thuét ngit dic biét thuan lgi trong nhiing van
dé gido duc va & day c6 nghia la : "Su d4nh gi4 chinh x4dc cong viéc clia hoc sinh”.
Hién nhién 1a diém s6 cho biét vé mit d6 nhumg chi mot cach khdi quét, ngudi thay
gido mucn hoan thién cong viéc cha hoc sinh phéi c6 mot sy danh gid chi tiét hon
nhitng wu, khuyét diém ctia timg hoc sinh, ching khic gi mot ngudi thdy thude
mu6n hoan thién sitc khoé clia mot bénh nhén thi cén phai c6 chin dodn bénh.

O day, ching toi ddc biét chii ¥ téi thdi do ciia hoc sinh d6i vé6i viec giai cac
bai todn. P4nh gid nhu thé nao ? T6t hon 13 nén phan bigt b6n giai doan trong qué

trinh gidi mot bai toan. Thuc vay, cach xir trf cha hoc sinh trong céc giai doan do6

dh dé danh gid cdc em khong ?

Ci thi€u s6t phd bién nhdt trong khi giai bai to4n 12 hiéu bai todn khong day
dt, ching to thigu tap trung tu tudng. Con d6i v6i viec dé& ra mot chuong trinh, tim
c4i ¥ chung ctia cdch giai thudng c6 hai sai 1dm d6i1 1ap nhau.
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6.chwong trinh, khong ¢6
6 dén v6i minh,

wha

Trong Vviéc: thuo h1en chuo‘ng trlnh khuyet diém pho 'bién 12 su cdu. tha thigu
kién nhén trong viéc thir lai cdc chi tiét chinh. Dic biét phd bién 14 hoc sinh khong
thit lai két qud gi cd. C4c em thudng hai 1ong sau khi d3 im dugc cach giai, gﬁp VO’
lai va khong hé sling sot vé nhitng k&t qua vo 1f nhat.

Nguti thdy mot khi da chdn dodn duge khuyét diém néi trén clia hoc sinh, ¢6
hi vong gidp hoc sinh sira chita dugc néu nhw ngudi thiy ctt xody vio mot s§ cau
héi thich hop clia bang ma hoi hoc sinh.

Cb thé nghiém lai két quo hay khéng ? C6 thé nghlem lgi cach suy.
luén khéng ? '

Mot céu tré 161 khing dinh & day c6 thé cling c6 1ong tin tudng cha ching ta
vao su diing din clia 101 gidi va déng thdi ciing cling c¢6 thém kién thic ciia ta.

1. Ta c6 thé nghiém lai cdc két qui bing s6 bing cach so sénh véi nhing s6

thudng thdy trong thuc t& hang ngay, & day chi cdn dén luong tri thong thudng 1.

dt. Nhiing bai todn dat ra do nhu céu thyc tién hay tinh to mo tu nhién, thudng dua

trén nhitng sy kién cé that, do d6 ta c6 thé nghi ring moi ngudi déu khong quén -

tim céch so sénh néi trén. Tuy nhién, tdt ca cdc thdy gido déu biét ring trong vin

" dé nay c6 nhiing hoc sinh da di dén nhiing k&t qué qud stc vo 11, ma khong hé bist
1dy 1am la, nhu khi tim thdy chiéu dai clia mot chiéc thuyén con 1a 1613 mét vi
tudi chia mot s quan gia 12 8 tudi ruvi. Pidu d6 khéng nht thigt 13 do ngu xuén ma
c6 1& chi yeu 12 do su xa 101 thuo t€ trong nhitng bai todn gié tao.

2. Vi nhitng bai todn "bang chit”" thi ¢é nhiu cch I’thle lai ket qua phong
pht hon va bd ich hon 12 véi nhitng bai toén bing s (muc 14). Ta ldy mot vi du
khac, xét mot hinh chép cut ddy vuong. Néu canh clia ddy dudi bang a, canh day
trén bang b, chleu cao 1a h, thi thé tich 14 :

a’ + ab + b*

3 , ﬂ

Ta c6 thé nghiém lai k&t qua nay trong nhiing truong hop riéng. That Vay,'né'u
b=a, hmh chop cut trd:thanh mot hinh lang tru va cong thic trén cho a h néu

2
b =0, hinh chop cut tr& thanh hinh chép vi cong thic trén cho Th Ta c6 the ap

h
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dung céch xét thit nguyén, Vi khi d6 thé tich biéu thi qua 1ap phuong cta chiéu dai.
Ta ciing c6 thé nghiém lai cong thic bing cdch cho cdc dit kién bién thién. Vi néu

 céc dit kieén tang thi gid tri ctia cong thic cling tang theo.

Nhitng cich nghiém lai nhu vay khong nhiing c6 thé 4p dung cho két qua cudi
cling ma cdn ¢6 thé 4p dung cho c4c két qua trung gian. Du sao thi cdc cdch do
cling c6 ich trong viéc gidi thich cong-viéc phu ma ching ta bat.bu¢c phai lam
(xem muc bién d6i bai todn, muc 4). Pé st dung céc cich do, ta co thé téng quat
hod mot "bai todn bing s6" va bién ddi né thanh mot "bai todn bing chit" (xem
muc téng quat hod, muc 3).

3. C6 thé nghiém lai cdch 1f luan khong ? Khi nghiém lai cdch Ii luén timg
budc, ta tranh 1dp lai nguyén van, vi nhu vay trude hét 12 rat chdn, khong bd ich va
lam mét trf 6c, sau nita, vi néu gift lai nhiing didu kien ci thi kh4 chéc chin la
ching ta s& gap lai nhitng kho khan ci. Néu ta th&y cin thiét phéi duyét lai toan bo
J{ Tuén, timg budc thi it nhat ta cfing phai thay déi thit tu cdc giai doan, cidch ghép
céc giai doan v6i nhay, dua vao it nhiéu dicu sira déi.

4. Mot cong viec d mét nhoc va bd ich hon 1a - nhéc lai cdc diém y&u trong I
luan cha ching ta va wu tién xét lai cdc diém dé, khi 1am viéc d6 thi cau hoi sau
day c6 thé c6 ich 10i : ta da sit dung hét tdt cd cdc dit kién hay chua ?

5. R® rang 12 nhiing tri thic phi todn hoc clia ching ta khong hoan toan cin ci
trén nhitng ching minh logic. Phin chd yéu nhat cha céc tri thic thong thuong clia
ching ta dugc thudng xuyén nghiém lai va cling ¢d do kinh nghiém hing ngay.
Trong khoa hoc tu nhién nguoi ta thuc hién mot cdch c6 hé théng hon nhitmg thi
nghiém quan s4t va thi nghiém do luong két hop v6i I luan todn hoc. Nhitng kién
thic todn hoc ctia chiing ta ¢6 thé chi hoan toan can cif vao sy ching minh logic.

P6 12 mot van d& thuoe vé linh vyc tri€t hoc ma ta khong thé théo luan & day.
Chéc chén 13 cdc tri thifc todn hoc ctia ching ta, ctia anh, cta toi hay cuia cic em
hoc sinh, khong phai chi can ci vao li luan 16gic. Bat cit kién thic sau sic nao
cling déu dua vao trén mot co s& thuc nghiém rong 14i, co sO nay thuong xuyén
dugc mé rong méi khi két qua chia mot bai todn dugc thi nghiém xdc minh.

Cé thé phéat biéu bai todn dudi mét hinh thic khéc hay khéng ?

Cic cau héi nay cé muc dich dwa dén mot sy bien déi bai todn.

Ban hdy quay lai cdc dinh nghia (xem muc dinh nghia).
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C6 thé tim duoc két qua.b

. agc6 -mot cach giai
khdc, sdng stia hon va ngin gon hon. Ta:co°the ud bdng cdch pao khac
khong ? C6 thé nhin thay két qud ngay lap i khong 7 Ngay khi 161 giai ma ta da
tim dugc 1a di t6t 16i, thi viéc tim duge mot 131 gidi khic ciing van c6 1oi. ‘That 1a
sung suéng khi thdy rang két qua tim duge xdc nhan nhd hai I luan khdc nhau,
cling nhu ching ta thich biét dugc mot vat ndo dé nho hai gidc quan khdc nhau. Cé

Khi rnot cach’

dugc mot ching ¢6 16i, ching ta con muén tim thém mot ching c§ nifa cling nhy,

ching ta mudn s& vao mot vat ma ta da trong thay.

Diéu d6 c6 nghia 12 : hai chimg c6 c6 gid tri hon 13 mot.

Vidu im dién tich xung quanh S ctia mot hinh nén cut, biét ban kinh ctia ddy
duéi R, ban kinh cha ddy trén r va chiéu cao h. ,

C6 nhi€u cich gidi bai todn nay. Néu gid s ta biét cong thitc diing dé tinh
dién tich xung quanh ctia mot hinh nén thi vi mét hinh nén cut ¢6 dugc bang cach
tir mot hinh nén 4y di mot hinh nén bé hon, nén dién tich xung quanh cia né bing
hiéu giffa cdc dién tich xung quanh cta hai hinh nén, chi can biéu thi n6 qua R,
va h. Phit biéu ¥ d6, cuéi cing ta di dén cong thiic :

S=n(R+1). (R —r)? + i

. Khi did dat két qua ndy (sau cic phép tinh phdn ndo dai dong), ta c6 thé tim
mot 1i luan khéc 18 rang hon va gon hon. C6 thé tim duoc két qud nay bdng cdch
khdc khong ? C6 thé nhin thdy két qud m}y ngay ldp ticc khong ?

Mu6n tim két qua nay mot cch truc ti€p hon, ta thir xét ¥ nghia hinh hoc cta
né. Ta cé thé nhan thdy rang :

VR = r)? +h?

1a chiéu dai clia dudng sinh, ta goi dudng sinh la mot trong céc canh khong song
song cla hinh thang can sinh ra nén cut khi quay xung quanh duong thang ndi cdc
trung diém ctia cdc canh song song (hinh'12). Ta cung c6 thé nhan thay rang

r R+ )__ 27R + 27y
. . 2 .
la trung binh cong cdc chu vi chia hai d4y. Ta lai cfing c6 thé viét :
m (R +1) = _——2”(12* r)
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va d6 12 chu vi clia thiét dién trung binh ctia hinh nén cut. —~
Céc céch gidi thich trén day cho phép ta nhin vin
dé theo mot khia canh méi va phat biéu :

Dién tich = chu vi thi€t dién trung binh x dudng sinh. .
Dén day, di nhién ta nhé dén quy tic dién tich
hinh thang : Hinh 12

Dién tich = dudng trung binh x chiéu cao.

(Pudng trung binh song song v6i céc day cha hinh thang va chia chiéu cao ra
hai phan bing nhau). So sanh hai cong thic trén day, ta thdy dugc "ngay lap tic"
toan bo két qua vé hinh nén cut ; khi d6, ta cam thay ring c6 thé chimg minh nhanh
chéng va truc tiép mot két qua ma ta tim duge nh& nhitng phép tinh dai dong.

Vi du trén day 12 dién hinh. Vi nd chua hoan toan thoa man v6i phuong phép
ma ta da dung dé dat dugc két qua nén ta tim cdch cai tién, bién déi phuong phap
d6. Mudn vay, ching ta phan tich cdch gidi, v6i hi vong 12 s& hiéu dugc nd sau
hon, nhin lai né dudi mot khfa canh khdc. Budc dau ta c6 thé chi thanh cong trong
viéc giai thich theo quan diém mdi mot vai phan nhod cha két qua tim duge. Sau do,

ta c6 thé c6 hi vong nhin lai mot vai phén khéc nhau theo quan diém mdi.

Nhé nghién citu lién ti€p timg chi ti&t mot, bing nhiéu cdch, cudi cing ching
ta c6 thé nhin duogc toan bo van dé dudi mot anh sdng hoan toan khdc trudc va do
d6 it ra mot cach ching minh mai. '

T4t ci nhitng diéu néi trén thugc vé phuong phdp cha mot nha todn hoc diéu
Juyén nghién ctu mot van dé tinh vi, hon 13 cha mot ngudi hoc trd bat dau véi mot
bai todn so cdp. Néi cho ding thi nba todn hoc, do kién thic rong, bat budc phai
nhé lai qué rhidu va nhu vay phéi thuc hién mot 1 luan phic tap khong cin thiét,
nhung nhuge diém d6 dugc bu lai & chd 12 mot nha todn hoc ¢6 kinh nghiém lai cbd
nhiéu diéu kién hon ngudi méi bat ddu trong viéc can nhic phuong phép nao thich
hop dé giai thich mot phén két qué, cudi cling ¢ thé ché bién dugc toan bo két
quacl.

Tuy nhién, ngay trong nhiing 16p hoc so cdp, nhiéu khi hoc sinh ciing c6 thé
dua ra mot 131 giai phic tap khong cdn thigt. Khi d6 nguoi thdy phai chi dan cho
ho thdy, dit chi mot vai 1an, khong nhiing phuong phép gidi bai todn mot cdch gcjn
gang, ma con phai 1am thé nao dé fim duoc 161 giai nhanh hon ngay trong ban than
két qua minh da tim ra (xem thém muc : Chimg minh béng phén chiing va ching
minh gi4n tiép).
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C6b thé thod man d“ eu klen

Diéu kién 6. du d’e i‘lm far caz"chu’a 3 '{Ié;hfo‘;ng Hay la kho_‘_ng du ? Hay la
thita ? Hay la ¢8 méu thudn ? e
Nhlrng cau héi nay thudng.cé ich trong thoi ki ddu cla viec gii bai todn, khi

chua cén mot cau tra 101 quygt dinh, ma chi 13 mot cau tra 10'1 s0 bo, mot su phong
doan. Ta xem thém nhitng vi du & muc 8, 18.

Nhin thdy trudc nhitng dic di€m clia ket qua phai tim 12 rat c6 lgi. Thuc vay,
khi ching ta da c6 mot ¥ nio d6 vé két qua phai tim thi ching ta s& biét 15 hon 12
phai di theo huéng nao. Mot dic diém quan trong clia bai todn 14 s& cic nghiém
ma no6 cd thé c6 va trong tat ca cdc bai todn, thi nhitng bai todn thita nhan mot 101
giai duy nhat 12 bé ich hon ca. Chiing ta thién vé coi nhiing bai todn cé mot 1di giai
duy nhdt 12 nhiing bai todn "hop 1i". Bai todn cla ta c6 "hop 1i" theo nghia d6
khong ? Néu ta tra 161 dugc cau héi d6, du 12 chi bing mot su phong dodn c6 vé
diing, thi sy hing thd clia ta d6i v6i bai todn s& tang 1én va ching ta ¢6 thé lam
viéc tot hon.

Ciéi loi cha céu hoi d6 cang hién nhién néu ta tra 181 dugc cau hoi d6 mot cach
dé dang. Ngugc lai, néu khé tim thdy cau tra 15i thi cong sic ching ta dc vio dé
tim ra né c6 thé vuot qud c4i 1gi ich c6 thé rit ra dugc. Vi cdu hdi "¢é thé thod
- mdn diéu kién cia bai todn hay khong ?" va nhitng cau hdi khéc c6 lien quan téi
no thi cling vay.

- Ching ta cén dat nhiing cau hoi d6 vi néi chung cdc cau d6'1a dé tra 1di dung,
nhung khong can dimg lai & nhitng cau hoi d6 néu thay cau tra 101 1a khé khan va
t61 nghia.

DG1 v6i nhitng "bai todn 'vé chiing minh", nhiing cau hdi tuong tng s& 12 :
"Dinh li ¢6 vé diing hay khong ? Hay la dinh 1i xem ra ¢6 vé la vé Ii ?". Céch dit
céu hoi nhu vay ching to ngudi ta chi cho doi mot sy phdng dodn, mot cau tra 1o1
80 bo ma thoi.

C6 thé st dung két qué tim dugc khéng ?

Tim dugc cdch gidi mot bai todn 1a mot diu phat minh. Néu bai tosn khOng
kho, thi phédt minh d6 cé it gid tri, nhung du sao thi cfing 12 mot didu phat minh.

Sau khi da dat dugc diéu d6, du 1a nho ta cidn luon ludn tu hoi : dang sau
cdi d6 cé 4n ndu 'mot diéu gi khac nita, lat di lat lai cdc kha nang moi, c6 gang
st dung mot 14n nita phuong phép da dwa ban dén thanh cong. Hay khal thédc

’
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k&t qué. Ban ¢o thé sit dung két qud hodc phuong phdp da tim ra cho mét bai
todn nao khdc khong ? ,

1. Ciing d& nghi ra cdc bai to4n méi, mién 12 chiing ta da c6 it nhiéu kinh: -
nghiém vé nhing phuong phap bién d6i chii y&u nht : tdng quat hod, xét trudng
hop tieng (cd biét hod), tradmg hop tuong ty, khai trién va t6 hop lai. Xudt phat tur
bai todn d3 gidi, ta co thé tim duoc nhiing bai todn méi theo céc cach trén day, 1di
xudt phat tit nhitng bai todn m&i nay ta lai tim dugc nhitng bai todn méi va ct the
mai. V& mit 1f thuy€t thi khong c6 gidi han, nhung thuc € thi ta khong thé nao di
qué xa dugc Vi céc bal to4n moi nay thuong khong gidi néi. Mit khéc, ta c6 thé -
twong tugng ra nhitng bai to4n méi gidi dugc bing cdch dung bai todn cli. Nhung
fhudmg thi céc bai todn méi nay lai khong bé ich gi.

Tim dwoc mot bai todn méi vira b3 1ch lai vira c6 thé giai dugc, khong phéi 1a

viéc d&, can phai c6 kinh nghiém, s trudng, may mén. Tuy vay, mdi khi da giéi

dugc mot bai todn thi ta khong nén quén di tim mot bai todn méi. Gifta cdc bai
to4n hay va mot vai loai n&m c6 nhitng diém giéng nhau : ching xudt hién thanh
timg nhém. Khi da tim dugc mot céi, thi nén nhin quanh dfy, rét co thé con nhiéu
nita & xung quanh. 4

2. P& minh hoa cho cdc diéu trinh bay trén day, ching toi néu lai vi du & céc
muc 8, 10, 12, 14, 15. Ta xudt phét tir bai todn sau day : ,

Biét ba canh (chiéu dai, chiéu rong va chiéu cao) clhia mot hinh hop chit nhat,
tim dudng chéo clia no. '

Néu ta biét cch gidi bai todn nay thi ta c6 thé gidi dé dang mot trong cic bai
todn sau day (hai bai toén ddu da duoc trinh bay kha ddy dt & muc 14).

Biét ba canh ctia mot hinh hop chit nhat, tim ban kinh cta hinh cdu ngoai tiép.

Mit ddy ctia mot hinh chép 12 mot hinh chit nhét ma tam 12 chan dudng cao
ctia hinh chép. Biét duong cao nay va céc canh cia day, tim cdc canh bén.

Biét c4c toa do vuong goc (X7, Y1 21), (X2, Y25 22) cha hai diém trong khong
gian, tim khoang céch gilta hai diém &y. : '

Ciing dé giai céc bai to4n nay vi ching cling ching khic gi bai todn diu tién
ma ta di biét cach gidi. Trong mbi truong hop trén ta da dua thém vao mot khéi
niém moi, mat cdu ngoai tiép, hinh chép, toa do vuong goc. Khir cac khai niém
nay ciing dé nhu la dua vio, Vi vy, ching ta chi cén khir ching di 12 tr& lai dugc
bai todn ban dau.

Céc bai todn trén day ciing ¢6 phan nao b8 ich vi ban than nhing kh4i niém
them vio 13 bd ich. Ching han, bai todn cudi cting thi rit quan trong do khdi niém
toa do vuong goc. '
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3. Day ciling 12 mot bai todn dé,

41 néu biet cach gidi bai todn ddu tién : bist
chiéu dai, chidu rong va dudng chéo \

i mot hinh hop chit nhat, fim dupng cao.
Cach gidi bai todn ban ddu chung quy cfing chi 12 1ap mot he thitc gita bon dai

lugng, ba kich thuée va dudng chéo cta hinh hop. Néu cho trude ba dai luong thi

ta tinh dugc dai lugng thit tir nhe he thiic néi tren, tic 12 giai duoc bai todn méi.

&

Vi du méi-nay chi cho ta cich tim nhiing bai todn dé& dang bing céch xust p‘hét'

tr mot bai todn da gidi r6i, xem 4n ciia bai todn ban ddu nhu-1a mot dir kién va
xem mot dit kién nao d6 nhu 12 4n. Hg thiic giffa dn va cdc dit kién trong ca hai
truong hop déu nhur nhau ; néu ta tim dugc hé thic d6 trong trudng hop d4u thi ta
cling diing dugc né trong truong hop thit hai.

Cach tién hanh nhu trén, tic 1a thay déi vai trd cic dip kién va 4n, khic rat
nhi€u so véi cdch ma ta d4 trinh bay & diém?2.

4. Bay gi ta xét mot cach khac dé fim nhimg bai todn méi.

bay 1a mot cdch mo rong tong qudit hod, bai todn ban diu ma ta c6 thé nghi
dén mot cdch ty nhien : im dudng chéo ctia mot hinh hop bi€t ba canh xuat phat
tlr mot ddu cha dudng chéo d6 va ba g6c gbm gifta cic canh d6,

Bang cdch xét truong hop riéng, ta c¢6 duoc bii todn sau day : tim dudng chéo
clia mot hinh lap phuong biét canh cia ng. :

Bing phuong phap tuong tu ta sa vio mot ngudn vo tan bai todn méi. Xin néu
- MOt vai bai suy tir cdc bai di xét & didm 2. Tim dudng chéo ctia mét hinh bat dién
déu cho biet canh cia né. Biét cdc toa do dia du ciia haj diém trén mat qua dat
(xem nhu mat cdu) tim khoang cdch ngén nhét gitta hai diém dg.

Tét ca céc bai todn trén day déu b3 ich, nhung chi c6 bai todn ma ta da néu lén
bang cdch xét trudng hop dic biét 13 c6 thé giai duogc truc ti€p nhd 14 giai clia bai
todn ban d4u. _ :

5. Cugi cling, ta ¢ thé tuéng tuong nhiing bai todn méi bing c4ch xem mot s6
yéu t§ cha bai todn cii 1 dai lugng bién déi.

Mot truong hop dic biét clia bai todn néu & di€m 2 13 : im b4n kinh ciia hinh

cau ngoai ti€p véi mot hinh hop lap phuong d bist canh. Ta xem hinh lap phuong
va tam chung cla hinh lap phuong va hinh cdu nhu 13 nhiing di kién c6 dinh va

~

cao su khi dugc bom hoi). Pén mot lic nao dé6, hinh ciu cham phai cdc mit cla
hinh 1ap phuong ; it lau sau, cham cédc canh, sau nita di qua cédc dinh. Tinh ban
kinh tai méi thdi diém gi6i han d6 ? '

o :
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6. Kinh nghiém hoc todn clia mot ngudi hoc sinh s& khong bao git ddy du néu
c4c em chua hé gidi mot bai todn ma chinh minh ddt ra. Bang cich chi diin cho hoc
sinh 1am thé nio @€ tir mot bai todn o Tt ra mot bai todn mdi, ngudi thdy c6 thé kheu, |
goi trf t0 md cha cic em. Ngudi thdy c6 thé danh cho hoc sinh mot phén phat minh,
ching han nhu trong bai todn vé qua cAu phinh dén trén kia (diém 5) bang cich dat
cau hoi "Cac anh thir xem nén tinh cich gi ? Nhing gié tr nao ctia ban kinh 1a dac
biet bd fch . . o

pat phuong trinh

Dit phuong trinh cling gi6ng nhu dich tir ti€ng nay sang tiéng khdc (xem muc
ki hieu, diém 1). Céch so sdnh niy c6 thé 1am séng td bin chét mot s6 khd khin
ma céc thiy gido cling nhu hoc sinh thudng gap.

1. D4t phuong trinh 12 bidu thi mot diéu kién nao do nh céc ki higu, 1a dich tix
ngon ngit thong thudng sang cong thic toan hoc. Nhitng kho khan ma ta thudng
gap khi dat phuong trinh cing giong hét nhu cdc kho khin clia nguoi phién dich.
Muén dich mot cau tir ti€ng Anh sang tigng Viétl, cin ¢6 hai didu kien. Trudc hét,
phéi hiéu tuong tan cau tiéng Anh va ngoai ra, phéi quen thuoc véi cach dién ta
trong tiéng Viét. Khi cin dién ta mot diéu kién ra ki hiéu todn hoc thi tinh hinh
ciing gi6ng nhu vay. Mot mit cAn phéi hidu didu kién d6 mot cach tudng tan, mat
kh4c phéi quen thugc véi céc cach dién ta todn hoc.

Ciing d& dich mot bai tiéng Anh ra tiéng Viét, trong trudng hop c6 thé dich
timg chit. Nhung c6 nhiéu dic ngit ma ta khong thé dich timg chir mot. Néu bai
van tiéng Anh ma chia phiéu dic ngit nhu vay thi viéc dich s& tr& nén kho khin,
khi d6 ta phai chi trong phidu khong phéi timg chi, ma chinh 13 ¥ nghia dai cuong
cha bii van va trudc khi dich c6 1€ ta phéi bién déi nd di.

Khi dit phuong trinh thi cing gi6ng hét nhu the. Trong truong hop don gian ta
c6 th& dat mot cich mdy moc. Trong c4c trudng hop phic tap hon thi gia thiét c6
nhitng yéu t6 ma ta khong thé phien dich ngay ra ki hiéu duoc, khi £y ta cin tap
trung nhiéu khong phéi vao diu dé ma vao ¥ nghia cha vin dé. Va trong nhing
truong hop nhu vay, trude hét ta phai bién ddi diéu kién da néu ra.

Di sao thi ciing phai hiéu 16 diéu kién, phan biét cdc phan khdc nhau va tu hoi :
6 thé Vi€t thanh cong thic hay khong ? Trong céc trudng hop don gian, ta co thé
phan tich diéu kién ra thanh nhitng yéu t6 dé dang phién dich ra ki hiéu todn hoc.
Trong cdc truong hop kho hon thi 1am nhu vay khong phai 1a dé.

(1) Nguyeén vin : Ti tiéng Anh sang ti€ng Phép (ND)
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' 'Ta hay phat bidu baifosn. - -

Bing ngon ngi thong thudng : - Béng ngon ngi todn hoc:
Tim hai s6 ma o oxy
tdng bing 78 . x+y=78
va tich bang 1296 . xy=1296

O day, dé bai dugc phan chia mot cdch dé dang ra nhiéu phén, ma méi phin
thi c6 thé dién ta tiic khic bang ngon ngit todn hoc. ‘

3. Tim canh ddy va chiéu cao cia mot hinh ldng tru ddy vuong biét thé tich 1o
63cm’ va dién tich 1a 102cm?.

Ddu la dn ? Canh clia ddy x va chidu cao clia hinh lang tru y.

Dadu la dit kign ? Thé tich 13 63cm’ va dién tch J02em?. |

Ddy la diéu kién ? Hinh lang tru ma ddy 13 hinh vuong, canh 13 x va chiéu cao
bing y phéi c6 thé tich 1a 63cr’ va dien tich 1a 102cm?. o

Phén biét cdc phdn khdc nhau cia diéu kién. Cé hai phan, mgt thudc thé tich,
mot thude dién tich. ‘ ‘
. Ta phan chia d& dang toan bo diéu kién ra hai phan trén. Nhung chua thé dién
ta ra ngay béng ngon ngit todn hoc. Ta phéi biét tinh thé tich va cic phén ctlia dién
tich. Tuy nhién, néu kién thic hinh hoc clia ta khd ddy da, thi ta c6 thé phét biéu
dé dang hai phdn caa diéu kién mot cich khdc dé c6 thé phien dich ra phuong
- trinh. Mu6n vay, ta viét lai dé todn dudi mot dang kh4c. :

Bing ngon ngit thong thudng : Bang ngon ngif ton hoc :

Tim canh ddy va chiéu cao caa mot Xy

hinh ldng try ddy vuong. '

‘Thé tich d3 cho , 2.
63cm
Dién tich mit ddy 1a mot hinh 2
vuodng canh 12 x x
va chiéu cao y cho Y
ta thé tich 13 tich ca ching. Py =63
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~ 2) Dién tich dd cho. 1026n? '

N6 gbém hai hinh vuong canh x 242
. ya bén hinh chi nhat ddy lax vai 4
chiéu caoy .
252 +4xy =102

ma téng cho ta dién tich.

4. Biét p]iwong trinh mét duong thdng va cdc toa do clia mot diém, tim diém
467 xitng clia diém dé qua duong thdang da cho.

& day, ta c6 mot bai toan vé hinh hoc gidi tich.

Dau la dn ? Mot diém ma toa 9 lap,q.

D la dit kién ? Phuong trivh clia mot dudng thiing y = mx + n va mot diém
c6toadda, b.

Dau la diéu kién ? Céc diém (a, b) va (p, ¢) d6i ximg qua duong thing y = mx + n.

) day, c6 mot khé khan can bén 12 chia didu kién ra cdc phdn khéc nhau dé cé
thé dién tA theo ngon ngit chia hinh hoc giai tich. Cén phéi hidu bén chit cha diéu
ihé khan &y. Mot cach phan chia c6 thé T4t ding vé mat 16gic nhung lai khong ich
loi gi. Didu cén & day 1a phan chia thanh nhiing phan c6 thé phién.dich ra ngon
ngit toan hoc. Mu6n thé ta hdy quay vé dinh nghia clia sy d6i xtng qua mot duong
thing. Ta co thé dién t4 sau day :

Diém di cho va diém phéi tim | (a,b)

quan hé v6i nhau nhu sau : (p, q)

1) Doan théng n6i ching thing p—b 1

géc v6i dudng thing di cho. v—a =
b+gqg a+p

2) Trung diém cta doan thang d6
nim trén dudng thang da cho.

pay 1a mot bai toan da gidi cé lién quan t&i bai todan cua anh

D6 1a mot tin mimg : mot bai todn da biét cach giai va ¢6 lién quan téi bai to4n
phai 1am, chic chén s& 1am ching ta vui mimg va cang t6t néu nhu m6i lién he cang
chit ch& va cich gidi cang don gian. Mot bai todn nhu vay ¢6 r4t nhiéu kha nang
gitip ta gidi bai todn dang lam. Hoan canh ta xét & day vira c6 tinh chét dién hinh lai
vira quan trong. D& thdy 10 diéu do, ching ta dem so sdnh véi hoan canh trong do ta
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nghién cidu bai todn phu. Trong ca hai
chiing ta dua vao va xét mot bai todn !

bai todn A. Su khéc nhau 13 & ché quan h¢ ; a'ta d6i véi b todn B.
G day, chiing ta da nhg lai duge mot bai todn ©i-B.ma-ching ta da biet cich giki
nhung con chwa biét cdch ding n6. Con & kia, chiing ta d3 nghi ra mot bai todn méi
B ; ta da biét 12 phai ding B nhu thé nao nhung chua biét cich gidi né. Hai hoan
canh khdc nhau & ché cdi khé khén ctia B gay cho ching ta. M(f)t khi khéc phuc
dugc khé khan d6, ta cé thé dimg bai todn B mot cdch nhy nhay trong c2 hai trudng
hop, nghia 1a ding hoic 13 ket qué hoac phuong phép (xem muc "bai todn phu")
(muc 3) hay 1a dimg ca hai, néu thay tién. Trong hoin canh ta dang xét, ching ta
bi€t 16 cdch gidi bai todn B, nhung con chwa bist c4ch ding né. Do d6, ta dat ra
nhiing cau héi sau : Anh ¢é the ding né dé'lam gi khong ? Anh 6 thé ap dung két
qud ciia né khéng ? Anh c6 thé dp dung phuong phép cia né khong ?

wkhdo sdt d6 dé giai

Céiy dinh diing mot bai todn di gidi &nh huéng 15 rét t6i quan niém cha ta d6i
V@i bai todn hién cé. Trong khi di fim mot lién hé gifta chiing, ta dua vio trong bai
todn m6i ¢6 nhitng y&u t6 twong tng v4i nhitng y&u t6 quan trong trong bai todn
cli. Chang han, néu bai todn ctia ta 14 mot bai todn trong khong gian nhu x4c dinh
mot hinh cdu ngoai tiép quanh mot tif dién cho trudc, thi ta ¢ thé nghi t6i mot bai
todn tuong tw da gidi trong hinh hoc phing 12 x4c dinh mot vong tron ngoai tip
quanh mot tam gidc cho trudc. Hon nita, trong bai todn sau, chuing ta can t6i cic
trung truc ctia ba canh cfia tam gidc. Puong nhién 12 nén thr dua vao bai todn dang
xét nhitng phén tir tuong ty. Thanh thir chiing ta nghf t6i viéc chon cdc mit phing
trung truc clia cdc canh ciia tit dién 1am céc phén tir phu tuong ting. ,

Nh& ¢6 y d6, ta d& dang tim thdy cdch gidi bai toan hinh trong khéng gian bing
cdch di i sy twong t gitta né véi bai todn trong hinh hoc phing ma ta nhé duoc.

_toén ban ddu. D6 chinh 13 diéu ta mudn nh4n manh khi ma nghi t6i cdch ding bai
todn da giai, ching ta tw hoi: "C8 cdn phdi dua vao mot phdn ti phu néo ds dé ¢é
thé ding duoc bai todn cif khong 2" ' ' '
Day la mot dinh If d& chiing minh va ¢6 tién quan véi dinh Ii ciia anh.
Day 1a mot cdch thay déi hinh thic clia chd ¥ dang xem xét da dugc minh hoa
bang mot vi du & muc 19.
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De cac (Roné) (1596 — 1650)

L3a mot nha triét hoc va todn hoc 16n c6 ¥ dinh dua ra mot phuo‘ng phap van
nang dé gidi cdc bai todn. Tuy nhién, cuén "Nhitng quy tac 1am phuong huéng cho’
su suy nghi" khong viét xong. Nhiing doan trong tic phdm do6, tim thdy trong ban
thao va dugc in sau khi 6ng mat, chia nhiéu tai liéu vé céch giai cdc bai todn hon
tac phdm néi tleng nhit ctia 6ng “discours de la Methode"(l) mic du tdc phdm nay
viét sau cuén "Nhimng quy tic". Hinh nhu trong nhlmg dong sau day, Dé-cic giai
thich nguén géc tdc phdm "Nhitng quy tic" clia minh.

"Khi con tré, t6i da dugc nghe néi dén nhitng phét minh tai tinh va t6i da thir
tim xem tu minh c6 thé phat minh ra chiing dugc khong ma khong doc cdc cong
trinh trong d6 c6 trinh bay cdc phét minh d6 va d4n dén thdy ring nhu vay da lam
theo nhitng quy tic nhét di

Pinh nghia

Dinh nghia mot tir 14 phat biéu nghia clia né theo nhiing tir khdc ma ta gid st
]a d4 thong dung.

1. Trong to4n hoc c6 hai loai tir chuyén mén. Mot s6 dugc xem hoan toan nhu
nhitng tir ban ddu, khong dinh nghia. Mot s6 khdc dugc xem nhu nhiing ti din
xuft va dugc dinh nghia bing cich ding nhitng tir ban ddu, hodc nhitng tir dén
xuét nhing di dinh nghia trudc. Vi thé ma nguoi ta khong dinh nghia nhing khai
niém ddu tién nhu Ia diém, duong thing, mat phing®. Nguoc lai, ngubi ta da dinh
nghia mot c4ch 16gic nhiing khai niém nhu 12 "phan gidc cia mot goc”, "dudng

b L 1)

tron", "parabol".

T cudi ciing nay c6 thé dinh nghia nhw sau : Parabol la quy tich cac diém
céch déu mot diém c6 dinh va mot dudng théng c6 dinh. Diém c6 dinh goi 1a tiéu
diém cila parabol, duong thdng ¢ dinh goi la dztong chudn cha parabol, & day tat
ci cdc phin tir ma ta néi dén déu gia thiét 1a nim trong mot mit phang, diém c6
dinh (tiéu diém) khong ném trén dudng théng c6 dinh (dudng chudn).

(1) "Luan vé phuong phéap"

(2) Vdn dé nay thi quan niém da thay déi tir thdi Cclit va cdc moén dé cia éng. Nhiing nguot
ndy da dinh nghia diém, dudng thdng va mdt phdng. Tuy nhién, ¢dc "dinh nghia" dé ndi chung
khéng légic ma chi la nhitng cdch minh hoa tryc gidc. Nhitng cdch minh hoa dé di nhién ¢é thé va
rdt nén lam trong khi gidng day.
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Nhu vay 1a ta xem nhu dOc g1a chua biét ngh1a clia cac: i 'arabol,_tleu dlern
dudng chudn. Nguorc 1a1 ta'gia sirdoc gia da biét nghla
diém, dudng thang, mit phang: k’hoang cach tir'mot diém.den mot diém khéc, c6
dinh, qu§ tich; -. A S S : T

" 2. Cac dinh nghla trong ‘t dién vé hinh thitc khéng khdc nhiéu so v&icac dmh

nghia todn hoc, nhing céc dinh nghia dé da duoc viét theo mot tinh than khéc.

Téc gia quyén tu dién thuc ra chi chd § dén nghia thong thudng cha cdc chi,
ho thira nhan mot cach td nhién nghia thong thuong d6 va ghi no lai, cang 10 cang
t6t, dudi-dang mot dinh nghia.

* Tr4i lai, nha todn hoc thi lai khong chi § dén nghia thong thuong cha cdc tit
chuyén mon hay it ra, d6 khong phai 1 cong viéc chli yéu ctia ho. Cédc chit "duong
tron" hay "parabol" hay bat cit tir chuyén moén nao khdc — c6 nghia gi trong-ngén
ngit théng thudng, diéu d6 d6i véi ho khong quan hé gi. Pinh nghia todn hoc tao
ra y nghia cha danh tlr toan hoc.

3. Vi du : Dung céc giao diém clia mot dudng thang di cho véi mot parabol

cho béi tieu diém va'dudng chudn clia no.

- Céch chiing ta dé cap dén bat cif bai todn nao tdt nhién phu thudc vao finh hinh
kién thitc cla chiing ta. P6i véi bai toan trén thi d6 12 nhing kién thic vé cdc tinh
‘chat chia parabel. Néu chiing ta biét dugc nhiéu tinh chét clha parabol thita cd gang
. st dung c¢4c kién thitc-d6 sao cho c¢6 ich. Ban ¢4 biét mot dinh i ndo ding duoc
vdo day khong ? Ban ¢ biét mot bai todn ndo dé lién quan véi bai todn nay khong ?
Néu cdc kién thitc.ctia ching ta vé parabol bi han ch¢ thi cdc danh tir nhu, parabol,
tiéu diém, dudng chuén 1am chiing ta khé chiu va 18 tat nhién, ta muén ducfc thodt
khoi cdc danh tir d6. Muén the thi phéi 1am thé nao ? Ta hay lang nghe cudc hoi
thoai giffa thiy gido va ngudi hoc sinh dang th4o luan vé bai toan trén. Ho da chon
xong mot ki phap thich hop : P 1a moét trong cdc giao diém phai tim. F 14 tiéu
d1em d 13 duorng chudn, ¢ 1a duo‘ng théng cét parabol.

— Cdi gi chua biét ?

—Diém P.

—Caigidacho ? .

—Cadc duong thang ¢, d va diém F.
—Diéu kién la gi ? |

—P.la m¢t giao dzem ciia duong thing ¢ va parabol ma d‘u‘ong chudn la d tiéu
dzem laF. B
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_Pting. Toi biét ring em chua hoc vé parabol, nhung t6i nghi réng em cO thé
p6i parabol 1a gi. - ) :
| | " parabol 12 qu¥ tich céc diém cach déu tiéu diém va dudng chudn.
" _Ping. Em d4 nh¢ ki dinh nghia. Nhung con phai biét cach st dung dinh
nghia do. Phdi luén nhé lai céc dinh nghia. Bi€t dinh nghia ctia parabol, em co thé
néi gi vé diém P ? : .

_ P nim trén parabol. Vay P céch déudvaF.

_ Piing 14m! V& hinh di.

Ngudi hoc sinh v trong hinh 13 cic doan PF va PQ, doan nay théng goc véi d.
"Bay gid, em ¢4 thé phdt biéu bai todn mot céch khac hay khong 2"

— Fm cb thé phat biéu mot cdch khdc didu kién cta bai todn bing cach ding
phiing doan ma em da v& khong ?

_ P 13 mot diém cha dudng thing ¢ sao cho PF = PQ.

— Piing. Nlumg ¢6 gang phat biéu 1o PQlagl?

_La dudng thing goc biéu thi Kkhoang cach tit P dén d:

_ Ping. Bay giv em co thé phat biéu bai
todn mot cich khdc ? Nhung c6 ging phat biéu
1 rang, néi di cau va ding van pham.

— Dung mot diém P trén duong thing da cho
¢, cich déu diém F va dudng théng da cho d.

_Bm hay so sénh céch phat biéu mdi nay
v6i cdch phat biéu cii. Trong cachphat bidu cfi ta
gip toan nhing danh tir chuyén mon, it thong
dung : parabol, tiéu diém, duong chudn ; nd c6
v& trinh trong, pho (rUong. Bay gi¢ thi khong con cac danh tir 36 nita. Em da bo
duge t4t c cdi gl long trong. TGt 1am.

Hinh 13

4. Khir cdc danh tit chuyén mon, d6 12 két qua ma ta da dat duoc trong vi du
trén. Ching ta da xudt phat tir mot dé todn chifa nhiéu danh tit nhu vay (parabol,
tieu diém, dudng chuén) va cubi cing di dén mot diu dé mdi hoan toan khong
chtta nhitng danh ti 6.

Mu6n khir mot tir chuyén mon, phai hiéu dinh nghia chia n6 ; nhung nhu thé
chua dfi, con phai bi€t sit dung dinh nghia d6. Trong vi du trén, hiéu dinh nghia
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_ 6 1a ndm ngay trong dinh nehfa
cla parabol. D Ta mot qué trnh g 65 het, 46 quan niem bai todn ta
dua vao nhiing yé&u t& thich hop ; 161 cén cir tén dink nghta, ta thiét 14p nhitng sy

tuong quan ndy phan dnh toan bo ¥ nghta clié-danhity ; rihw vay 1a ta d3 sir dung

toan b dinh nghia cfia danh tir chuyéh men va do d6 khir duoc né.
Qu4 trinh ma chﬁng ta dd mo ta trén day-c6 thé ménh danh 13 : nké lai
dinh nghia.

Ii. Pudng parabol khong ndm trong céc tien dé Vi cdc tién dé chi d3 dong dén
nhitng tir ddu tién nhu diém, dudng thing, ... Moi If luan hinh hoc, moi If gii vé
nhiing bai todn c6 lien quan dén parabol nh4t thist phéi dong cham den hodc dinh
‘nghia clia né, hoic mot dinh 1f néi vé né. Vay, musn gi4i mot bai todn thuoc loai
nay, diéu t6i thiéu 13 phai biét dinh nghia ciia parabol, nhung ngoai ra ciing cin
bi€t thém mot s6 dinh 1i.

Tat ca nhing didu ma ching ta da néi vé& parabol 1& tat nhién ciing ding cho
moi khdi niém din xudt khic. Khi ching ta bit d4u gidi mot bai todn thuoc loai
ndi trén, thi chiing ta chua thé biet ngay 1a nén dung dinh nghia hay mot dinh i

nao d6 c6 lien quan, nhung c6 diéu chic chin 1 ching ta phai ding c4i nay hoic
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Khong gian chit khong phéi gi6i han trong mat phing. Ta cling c6 thé dinh nghia
mit cdu 12 mot mat sinh bdi mot dudng tron quay quanh mot duong kinh ctia né.
Ngoai Ta, con co nhidu dinh nghia khic vé mat cdu va ta ciing c6 thé fim thém
nhﬁ'ng dinh nghia khic m6i nita. o

Khi bai todn phéi gidi bao ham mot khai niém din xuft nhu "mat céu" hay
"parabol" va néu chiing ta mudn quay vé dinh nghia clia khai niém d6 thi ching ta
c6 quyén chon. Rat nhidu didu s& phu thuoc vao cdch chon mot dinh nghia hoan
toan thich hop. '

Tim dién tich clia mat cau 1a mot bai todn quan trong va khé & thoi Acsimet.
Ong da phai chon dinh nghia mit cdu trong s6 cdc dinh nghia ma ching ta da néu
trén, ong da chon cdch quan niém mit cdu 13 mot mat sinh bdi mot dudng tron
quay quanh mot dudng kinh ¢6 dinh. Ong v& noi ti€p trong-dudng tron mot da gidc
déu c6 mot s6 chin canh sao cho hai dAu miit cta dudng kinh ¢6 dinh 1a hai dinh
d6i dién. Pa gidc déu do xdp xi v6i dudng tron va khi quay cing dudng tron thi
sinh ra mot mit 161 gdm hal mat nén cé dinh tring v&i hai ddu dudng kinh cd dinh
va phiéu mat nén cut. Mt 161 d6 x4p xi v6i mat cdu, Acsimet da ding né dé tinh
dién tich mat cdu. Néu chéing ta chon cdch quan niém mat céu 1a qu¥ tich nhing
didm céch déu tam diém, thi nhu vay ta khong thé nghi ra mot dién tich don gian
nao x4p xi bing dién tich cha nd.

7. Viéc st dung dinh nghia khong nhiing déng mot vai trd quan trong trong
quéd trinh gidi mot bii todn ma cdn quan trong trong Vviéc nghiém lai cdch gidi cb
ding dén hay khong.

Né&u mot ngudi nao d6, véi mot quan niém mo hd vé mat cdu ma dua ra mot
101 gidi mo6i vé bai todn Acsimet thi nhét dinh céch gidi cha anh ta s& khong tot.
Ngay néu anh ta hinh dung 1o rang mit cdu nhung lai khong sir dung khéi niém doé
trong 1i luan thi cling khong c6 gi ching to 1 anh da nim duoc vin dé va 1ap luan
cha anh ta s& khong dimg viing. Vi vay, khi nghe anh ta phat biéu, ching ta cho
dén mot diéu gi quan trong vé mit cdu ma anh it ra tir dinh nghia hay mot dinh i1
3o d6. Néu didu quan trong d6 anh ta khong phat biéu dugc, thi cach giai cha anh
ta s& khong tot.

Bing cdch d6 ta co thé nghiém lai khong nhiing cdc 1 luan cta ngudi khéc,
mi di nhién ca nhimg 1f luan cla anh ta nita. Ban dd xét tét cd cdc khai niém cot
yéu cila bai todn hay chua ? Ban di st dung cdc khdi niém d6 nhu thé nao ? Ban
da st dung noi dung cla cdc khai niém do6 rit ra tir dinh nghia clia ching chua ?
Ban di st dung moi su kién chf yé&u, moi dinh 1 ma ban biét dugc vé céc khéi
niém dé chua ?
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Nh6 lai dinh nghia 12 1t quan tron
khong, d6 1a diéu ma Patcan dz {ig
"substituer mentalement les dé 5 Pl
nhdm trong trf cdc dinh nghia cho 64c £ dudc ditih
cing Ia diéu rat quan trong dé im mot 154 giai. Hadaman'
diéu d6 (xem quyén Bai giai hinh hoc clia 6ng, chd thich A).

".:Nh6 lai cdc dinh nghita

8. Vay thi viéc nhé lai dinh nghia 1a mot thu thuat quan trong cia tri ée. DE

hiéu biét ¥ nghia ciia didu do, trudc hét ta phai thdy tim quan trong cia ngay ban
than c4c danh tir. N6i cho cung thi ta khong thé van dung tri 6¢c ma lai khoéng diing
dén céc tw, dén cdc d4u hiéu, céc ki hiéu nay hay ki higu khéc, nhu vay c4c danh

tlr va ki hiéu 13 ¢6 stic manh. Cic dan téc ¢ so con cho rang chiing ¢6 ma thuat. -

Ching ta c6 thé hidu duge nguyén nhan cic diéu me tin d6 nhung tat nhien 13
khong déng tinh v6i ho. Chéing ta cin hidu ring siic manh clia mot tiéng khong
phai & am vang ctia né, & giong clia ngudi doc ma chinh 13 & céc ¥ nghia ma tiéng
d6 goi ra va néi cho cung 1a & cdc sy kién d4 1am co s& cho cic y nghia d6.

Nhu vay thi ding sau c4c danh tir ta phéi tim ra y nghia va c4c su kién. D6 1a
mot diéu hop 14, Khi nhé lai cdc dinh nghia, nha toin hoc tim céch thiét lap nhiing
tuong quan gifta cic doi tugng todn hoc ma cic danh tir chuyén mén che gidu ;
cling nhu nha vat 1f, ding sau cdc danh fir chuyén moén, fim hiéu cic thi nghiém
chinh x4c ; hoic nhu bt cg nguoi nao c6 it nhiéu lwong tri bao gi0 cling thich cic

- su that khéic nghiét cla céc su kién hon 14 phinh pho ctia nhiing 16i néi tréng réng.
' D&i xiing

Danh tir nay c¢6 hai nghia : mot nghia hinh hoc, thong thudng nhit va 1a nghia
riéng va mot nghia logic, téng quat hon va khong dugc thong dung bing.

Trong hinh hoc khong gian so cdp, ngudi ta xét hai loai doi xung : d6i xing qua
mit phing (mat phing d6i xting). Than hinh Nguoi ta, bé ngoai thi trong hinh nhw 13
d6i xting, nhung that ra thi khong phai vi rat nhidu bo phan bén trong dugc xé&p dat
mot cach khong déi xing. Trai lai, mot twgng d4 c6 thé hoin toan déi xiing qua mot
mit phang ding va hai nira ciia mot cai tuong hinh nhu c6 thé déi chd cho nhau,

Theo nghia tdng quat thi mot tap hop goi 1a d6i xting néu né g6m nhiing phin

tl ¢ thé d6i ché cho nhau dugc. C6 nhiéu loai d6i xing khic nhau-do s phéan. tir

hoan vi dugc va do nhiing phuong phap dung trong khi hodn vi dé. Chﬁng,v_han”,
hinh 1&p phuong c6 mot tinh d6i ximg rat dac biét, vi sdu mit clia n6 c6 thé hoén vi
cho nhau, ciing nhu 8 dinh va 12 canh ciia né. Ciing vay, biéu thic :

Yz + zx + xy
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]a d6i xtng, vi trong d6 ta cé thé d6i chd hai chi bat ki ma khong thay déi gid tri
clia no.

Phép d6i xing theo nghia tdng quét chi€m mot dia vi quan trong trong vin dé
& day. N&u mot bai todn d6i xing vé mot phuong dién nao d6 thi mot diéu c6 loi I
nén tim nhiing phén tif nao c6 thé hodn vi cho nhau va déi véi céc phéan tir nay co
mot cdch Xt trf nhu nhau (xem muc phdn ti phuy, muc 3).
" Bao gid cling nén x1 trf mot céch "déi xing" d6i véi nhitng cai gi d61 xing va
khong nén voi thi tiéu mot sy doi xing tu nhién, tuy nhién diéu d6 khong phai bao
gid ciing lam dugc. Mot doi gang tay 1o rang 1a d6i xdng, nhung khong ai lai st
dung gang tay mot cdch "d6i xing" bing cdch x6 cing mot ldc hai chi€c gang ma
12 timg chiéc mot.

Nho tinh d6i xing, ta cling c6 thé nghlem lai két qua (xem muc 14).
pua vé trudng hop riéng (cd biét hod)

P6 1a di tir su khao sat mot tap hop d6i tugng sang moét tap hop nhd hon — hay
chi mot d6i tuong — chita trong tap hop ddu. Piéu nay doi khi c6 ich dé giai todn.

1. Vi du : Cho mot tam gidc, r 12 ban kinh clia dudng tron noi tiép, R 1a ban
kinh dudng tron ngoai ti€p va & 1a chiéu cao 16n nhét. Ta ¢ :

r+R=<h

Cén phai chitng minh (hay phut dlnh) dinh 1i nay. Pay la mét "bai todn
ching minh".

Bai todn nay khong phai thugc loai phd bién va ciing khé nhé mot dinh 1f vé
tam gidc c6 két luan tuong tu. Néu ta chua tim dugc mot dinh 1f nhur vay, thi ta thir

nghiém lai dinh Ii trén trong mot trudng hop dac bigt, chéng han khi tam gi4c 1a
déu thi :

va dinh 1f ding.

Né&u chua cé ¥ kién gi khdc thi ta thir nghiém lai trong mot truong hap ddc biét
réng hon : v6i tam gidc can. Hinh dang cua tam gidc can thay déi khi géc & dinh
thay déi, c6 hai trudng hop gi6i han 1a khi géc & dinh bang 0 va bang 180 Trong
trudng hop ddu, canh ddy bang khong va :

1
= 0, R = Eh
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, Dlnh 1i cung ding. Trong truofng hop hai, tacod :
O, R=w, h=0
Viay. dmh h sai. Bal toan g1a xXong.

Nhian tién day, ta aé M rang v6i cdc tam gidc can rdt det kh1 gbéc & dlnh gén

béing 180°; th1 ménh dé trén cling da té ra sai réi. Nhu vay, ta khong can diung dén
cac trudng-hop gidi han trén day, vi-cédc truo’ng hop nay c6 thé xem 1a khong
"chinh thitc 1dm".

2. ”Ngogi 1& cung c6 quy tac"®. Cau ngan ngit nay chi 1a mot diéu_BOng dua.

Mu6n dugc ding dén, ta phai néi trdi lai : chi mot trudng hop ngoai 16 cling da dé
phii dinh mot cdch chic chén cdi didu ma ngudi ta ménh danh 12 quy tic tdng quat.
Vi chinh phuong phdp thong dung nhdt dé phit dinh mot ménh dé nao d6 1a : tim
ra mot d6itugng khong chlu theo ménh dé d6 ; mot vai tdc gia goi d6i tuong d6 1a
m¢t phdn vi du.

Cho mot ménh dé ma ta gia thiét 12 ©dng quét va lién quan téi mot tap hop d6i

tuong nao dé. P& phti nhén no, ta dua vé mot trudng hop dic bist, bing cdch chon
trong tap hop d6 mot déi mong khong chiu tuan theo ménh dé. Vi du trén chi 18
cdch thifc tién hanh nhu thé nio trude hét ta c6 thé xét bat ct trudng horp riéng n2o
ma 1hd'd6 ta c6 thé nghiém lai ménh dé mot cdch dé dang. Néu trudng hop niy,
ménh dé khong dugc nghiém diing, thi né bi phtt dinh ngay titc khic va cong viéc
‘clia ta th& 13 xong. Né&u ngugc lai, ménh dé dugc x4c nhan, thi su khao sit cla ta
. ¢6 thé khong phéi 1 vo ich va nd c6 thé ggi ¥ cho chiing ta vé phuong huéng dé
ti€n hanh viéc nghién ctu. Chang han, ta cé thé sira d6i trudng hop vira xét, tim
- mot trudng hop riéng rong hon, xét céc trudng hop gidi han, nhu & diém 1.

Céc truo‘ng hop gidi han thudng 13 dic biét b6 ich. Néu ta gid s mot diéu

-khing 01nh nao dé co thé 4p dung cho tat ca cac loai c¢é vi thi didu dé phal ap

dung dugc cho mot lodi ¢é v, rét ddc biét 1a c4 voi. Néu xét cho ki, c6 thé la‘ta .

phéi di dén chd pht nhan diéu khéng dinh tOng quat kia, vi cédc trudng hop gidi
han n&y nhiéu khi bi c4c nha séng tic ra quy tic téng quat bd quén. Néu nguoc lai
ta nh4n thdy ménh dé tdng qudt ciing dung ngay cho ca trudong hop gidi han, thi
diéu d6 1am cho ta cang tin tudng & quy tic tdng quat Vi trong truong hop gidi-han
thi quy tic rﬁt d& bj phtl nhan.

3. Vi du < Cho biét t6c do va vi tri clia hai chiéc thuyén tai mot lic nio do mél
thuyén d,1.theo dudng théng véi téc do khong d8i. Tim khoang cédch gifta hai chiéc
thuyén khi ching gin nhau nhit.

(1) Tuc ngit phdp : L'exception confirme la régle
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Dau la én ? D6 1a khodng céch ngén nhat gitta hai thuyén,

xem nhu 12 hai diém.

Pau la dit kién ? Cach vi trf ban ddu va van téc clia mbi
diém. Céc téc do nay khong 46i vé chiéu va gid tri tuyét doi. Q

Péu la diéu kién ? Phai tinh khoang c4ch gifta cdc dong tlr

khi n6é ngﬁn nhat.

V& hinh di va ddng mot ki higu thich hop : Trong binh V8, ———s A
c4c diém A va B chi vi trf ban ddu clia cdc thuyén, cic vectd P

chi van téc clia ching.

Péu 1a én ? Khoang cach ngén nhét gitta hai thuyén.

Hinh 14

Bai todn di 10, tuy nhién néu ta chi diing céc phuong tién soO cép, thi ta chua
biét phai giai nhu the nao. Bai to4n nay khong thudc loai dé& nhat va cdi kho khan &
day 1a ¢6 "qud nhiéu véu to thay a6i". Céc vi trf A va B, ciling nhu cdc van téc AP
va BQ c6 thé cho nhiéu cach, n6i cach khac, cdc diém A, B, P, Q ¢0 thé chon tuy

¢. Loi gidi phai thich hop v6i bat ki trudng hop na

o vi cam tudng "cé qua nhiéu

yéu t8 thay ddi" co thé dua dén cau hoi va tra 101 sau day : ta cd thé nghi ra mot
bai todn twong tu nhu vay ma don gian hon khong. Mot bai todn ma kém téng quét

hon khong ?

R© rang c6 mot trudng hop gidi han, trong d6 c6 mot van toc bing 0. Khi do,
khoang cdch ngin nht 1a duong thing goc ha tir diém ddu sang duong thing quy

dao cha diém thit hai.

4. Néu ta truc gidc nhan thay rang truong hop

trd nao d6, thi ta c6 thé goi ddy 1a mot sang kién.
Pay 1a trudng hop riéng cha bai todn da cho.
C6 thé sit dung nd ? C6 thé si dung két qud cua
né khong ? C6 cén phdi dua thém vao mot yéu t6
phu nao dé dé sit dung né khong ? Lam th€ nao
d& st dung ket qua trong trudng hop diém B ding
yén va vao trudng hop ma B chuyén dong 7 Ta
biét ring su ding yén 1a mot truong hop ddc biét
ctia chuyén dong. Va ngay chuyén dong ciing 12
twong d6i. Vi vay, dau B c6 van t6c nhu thé nao
thi ta ciing c6 quyén xem nd 1a ding yeén! Cu thé,
néu ta cho tit ca hé théng mot chuyén dong déu
fhi cdc vi trf tuong d6i khong thay d6i. 3 day, ta
cho hé thong mot chuyén dong ddi nguge voi

gi6i han nay c6 thé cé mot vai

Hinh 15
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lay 1 ma ta Qésfrdungkét qua
trén. Trong hinh, ta thdy 15 c4ch dung khodng c4ch atBS. |
>- Cdch gidi tren day c6 mot ¥ nghffa déng ohid 5 vé mat logic.

Muén giéi bai toan ban ddu (didm 3, 4), d4u tien chiing ta da gi4i mot bai toan
khdc ma ta goi 13 bai toan phu, bai todn nay la trudng hop dac biét cha bai todn
ban ddu. Trong khi bai todn ban ddu kh4 t& nhi, thi bai todn phu lai rat d&. Vi bai
todn phu 12 mot trudng hop riéng, nén né cé it tham vong hon bai toan ban diu.
Lam thé nao d€ giai bai toan ban du tir bii todn phu ? Chi cén dwa vao mot nhan
xét vé su tuong d6i chia chuyén dong. o

Ta c6 thé gi&i duoc bai todn ban diu nhéy haj diéu nhan xét : Trude hét, nghira
dugc bai todn phu. Sau nifa, ta d3 c6 nhén xét quan trong nhd dé ta cé thé chuyén
qua bai todn ban ddu. Nhu vy, ta da gidi bai todn qua hai giai doan, ciing .nhu
nguoi ta da vugt qua mot con suéi nhé hai bude néy & gifta su6i c6 mot ting dd ma
ta c6 thé dat chan len day. ' -

Tom lai, ta da st dung bai toan phu nhu mot ban dap.

6. Viéc dua vé trudng hop dic biat con ¢6 nhifng coéng dung khic ma ta khong
thé néi & day : chi nhic mot didu ma nhy n6 ta.cé thé kiém tra lai két qua (xem
MUC : ¢6 thé nghiém lai két qud hay khéng ?). o

Ngudi thdy gido nhiéu khi cling cén mot 16i quy vé trudng hop riéng bing
. cdch gidi thich cu thé cdc van dé trina tugng. Chéng han, néu bai toan cé bao g6m
mot hinh hop chit nhat, thi ngudi thdy cé thé 1dy vi du 12 phong hoc. Trong hinh
hoc khong gian, thdy c6 thé 14y mot goc 16p hoc dé lam vi du v& hé toa d6, nén
nha va cdc tudng 1 cdc mit phing toa do. DE gidi thich khdi niem vé mit tron
xoay, ¢ thé vach mot dudng cong trén clra 16i quay nhe cdnh cira. D6 1a nhiing

phuong tién gidn don, nhung c6 thé gitip hoc sinh thu nhan bai hoc dé dang, vay ta

khong nén b6 qua. Vi 13 mén hoc trir tuong nén mon todn cing dugc trinh bay cu
thé thi cang c6 1oi. ’ '

Gido diéu va tinh théng
La hai thdi d¢ trdi nguoc dé cép téi cdc quy tic.

1. Ap dung quy tic mot cdch mdy méc: ctng nhic, khong tr dit Chd minh
nhiing cau hoi cén thiét, khong tim xem quy tic dé c6 thich hop hay khéhg,dé la
gido diéu. Ngudi gido didu chila nhimg ké déng thuong hai, khong hé hiéu biét gi
vé cdc quy tic ma ho dp dung mot cdch thigu suy nghi. Nhung cfing ‘¢6 nhing
ngubi gido diu dat duoc ket qua ruc 16 : d6 1a nhitng ngudi c6 hidu bist vé cdc
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quy tic cia ho - {t ra ciing 12 Iic khoi dau, trude khi tr& thanh gido diéu — da chon

duge mot quy tic tot, c6
bi hong ma thol.

thé 4p dung cho nhiéu trudng hop Vi chi thinh thodng méi

Ap dung quy thc mot cach tu nhién thoai mai, nhan dinh ki cang cédc Uﬁéng
hop thich hop va khong bao gid Eié cho danh tir 1am lu m& muc dich cha hanh dong
hay che day céc dip t5t ma hoan canh c6 thé dua dén d6 1a su tinh thong.

2. C4c cau hoi va nhimg 181 khuyén & trong bang cla ching t6i c6 thé ding
cho cédc nha gido cling nhu nhiing ngudi ndo cén giai todn. Nhung trudc hét phai
hidu céc diéu d6, md mim cac phuong phép st dung nhing diéu d6 va sau nhiéu
that bai va thanh cong lién tigp thi méi c6 kinh nghiém trong viéc st dung. Sau
pita, khong bao git st dung mot céch gido diéu, nghia 1a khong bao gio dat mot
cau hoi ma khong suy nghi, diéu do phai thanh mot thoi quen ving chéc. Phai
duoc chudn bi dé ti€p thu nhiing cau héi va nhitng 101 khuyén vé nhiéu mat va phéi
st dung lwong tri chia ban than minh. N&u ban phai nghién cu mot van dé kho va

b6 1ch, thi méi didu ban

dinh 1am phéi xudt phat tir mot su nghién cfu i lubng vén

dé d6. Néu ban mudn giip cho hoc sinh thi cdc 151 khuyén cta ban phai xuat phat
fir mot sy hiéu biét va thong cam vé nhitng kh6 khan clia anh ta. ’

Néu ban thdy nhat thi€t phai dua trén mot quy t4c va nhu vay ciing da thien vé
gido diéu r6i ddy, thi ban hdy nh6 ki quy tic nay : didu trudc tien 1a hay st dung tri

thong minh cha minh.

Hay xét ki cdi chua biét

P6 1a mot 161 khuyen da co tix xua. Trong tiéng La Tinh, ngudi ta néi : "respice
finem" nghia 13 : nhin ki két cuc. Ban hdy nhé ki diéu ma ban di tim. Pimg quén
muc dich. Ding quén diéu ngudi ta hoi xét ki cdi chua biét ? Xét ki két ludn.

Hai cach dich cau "respice finem" d6 rat thich hop cho vigc giai toan.

Khi tap trung tu tudng vao muc dich va huéng tdt ca nghi lyc vao viéc thuc
hien muc dich d6, ching ta dé& nhin thady cdc phuong ti¢n dé di t6i két qua.

Nhiing phuong tién

a0 2 Lam thé nao dé dat dwogc ket qua ? Ban da thdy ai

dat dugc mot két qua tuong tu hay chua ? Nguoi ta lam thé nao dé dat dugc ket
qué &y ?7-Ban hay thiz nhé lai mot bai todn quen thuée ¢6 cing dn hay ¢ dn tuong

tu. Thit nhé-lai mot dinh

Ii quen thugc c6 cung két ludn hay cé két ludn tuong tu.

1. Hay xét céc bai todn tim &n v6i cau goi ¥ @ "Thit nhd lai mot bat todn quen
thuée ¢é ciing dn". So sénh v6i céu : "Ban ¢4 biét mét bai todn ndo ¢o lién quan”.
N H - .
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thiét c6 mot s6 diém chung ; d1é
dit kién hay mot phén ctia gia thist

Cau sau nay tng quéit hon cag trude. Hai-bai tos lién quan v6i nhau thi nhat
hirle do 6 the Iiihine déi twong khai niem,

Con cau ggi ¥ ddu tien nhan manh trén mét diém chung dic biét : hai bai todn
phdi c6 cling dn. C6 nghifa, trong hai truong hop, 4n phéi 1a mot d6i twong thuoc
cung mot loai, ching han do dai ciia mot doan thing. '

So v6i cau goi ¥ tdng quét thi cau goi y dac biét nay c¢6 phan nio "tié't kiém"
hon. That vy, & day ta c6 thé tiet kiém stic luc chi nghién citu c4i 4n ma thei. Bij
todn c6 luge d6 sau day :

"Biét..., tim d6 dai chia doan théng".

Mot diém tigt kiém khac 1 trong viéc "lya chon". C6 vo s6 bai todn cé thé cé
lién quan v6i bai toan di cho. Néu chi xé&t dn thoi, thi ta c6 thé gidi han viéc lua
chon lai trong pham vi nhitng bai todn cé cling 4n v6i bai di cho.

Va J€ t4t nhién, ngay trong cac bai nay, trudc tién ciing chi xét nhitng bai todn
cd ban nhét va quen thudc nhat.

2. Bai todn dé ra cho chiing ta c6 dang :

"Biét..., tim d¢ dai ctia doan thing".

Nhiing bai todn don gidn nhét va quen thudc nhat thudc loai ndy 12 nhitng bai

todn vé tam gidc : biét ba phén tir clia mot tam gidc, tim mot canh. Nhé lai didu d6
ta c6 thé tim dwgc mot diém c6 thé dp dung vao bai todn hién tai. Day la mot bai
todn lién quan v&i bai todn dd cho ma ta di biét cdich gidi. C6 thé siz dung né
khong ? C6 thé sit dung duge két qud ciia né khéng ?Mudn sit dung nhiing két qua
quen thugc vé tam gic ta phéi diing dén mot tam gisc trong hinh v& ctia ta. Trong
‘hinh v& ndy cé tam gidc nio khong ? Néu khong ta c6 thé 1am xust hién ra mot
tam gidc d€ c6 thé 1gi dung dugc céc ket qua da biet. Cé nén dua thém vao mot
yéu t6 phu hay khéng ? '

C6 nhiéu bai todn don gian ma &n 13 canh ca mot tam gidc cdc bai todn nay
khéc nhau ¢ di kien. Chéng han c6 thé cho trude mot canh va hai géc, hay mot
g6c va hai canh véi céc vi trf khidc nhau cla gdc d6i v6i cdc canh da cho. Tt ca
cdc bai todn ny déu dic biet don gian trong trudng hgp tam gic vuong géc. Tap
trung suy nghi vao bai toin di cho, ta tim xem phéi dua vao loai tam gidc nao va
bai todn nao dd giai (véi cling in) thich hop nhat vé6i muc dich hién tai cla ta.

Sau khi di 1am xu4t hién tam gidc phu thich hop, déi khi ta ¢6 thé cha nhin
thdy ba phan t& cia né ma dé 1a moét diéu kién nhat thist phai ¢6. Néu khi d6 ta
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thdy c6 thé xdc dinh dugc céc phén tir con thi€u, thi nhu vay 12 ta da ti€n dugc mot

bude, ta d nim dugc dudng 161°dé giai bai toan.

3. Qud trinh trén day (diém 1 va 2) d3 duge minh hoa & muc 10. Ciing dé dang. .
néu lén cic vi du twong tu. Su that thi ta c6 thé gidi quyét dugc hdu heét cdc "bai
todn tim &n" trong céc 16p dudi, bang cdch st dung ding ldc ciu goi y :

Thi nhé lai bai todn quen thudc c6 cing dn hay cé dn tuong tu. .

Phéi dé cap dén cic bai todn d6 theo mot luge d6 xédc dinh v truéc hét phai
xét 4n :

Biét..., tim do dai cha doan théng.

Biét..., tim goéc.

Biét..., tim thé tich cta tif dién.

Biét..., dung mot diém.

N&u c6 mot it kinh nghiém gidi cdc bai todn so cép ta s& nh lai dé dang mot
vii bai todn don gidn (hay nhing bai todn don gian) c¢6 cling dn. Né&u bai toan da

cho khong thuoc vao loai trén thi ty nhién ta s& ¢6 tim céch 1oi dung két qua cha

céc bai todn don gisn d6. Ta c6 ging thir dua them vao mot yéu t6 cé ich va nhu
vay 12 ta c6 dugc mot cach xudt phét t6t.

Trong m&i mot trudng hop trén, trinh tu gidi bai todn rdt hién nhién vi ta dd c6
co s& dé phong dodn dudng 16i gidi.

¢)) An phéi dugc xem 12 canh clia mot tam gidc. Chi cdn dua vao mot tam gidc
thich hop v6i ba phén tir da biét hodc dé tim thdy.

(2) Anla gbc clia mot tam gidc chi viéc dua vao mot tam gidc thich hop.

(3) An c6 thé tim dugc néu biét dien tich mat ddy va chiéu cao. Chi cdn xdc
dinh dién tich mot mat va chiéu cao tuong tng.

) An phéi dugc xem la giao diém cha hai quy tich (dudng tron, dudng
théng). Chi cin x4c dinh céc quy tich d6 theo céc diéu kién da cho. '

Trong mbi trudng hop, ta déu sir dung mot bai todn don gian cé cing 4n. Lam
nhu vy t4t nhién ta c6 thé gap kho khan, nhung dii sao thi ta cling dugc mot ¥
nghf ddu tién 1am xuét phét di€m va d6 dala mot thuan 1¢i 16n. T

4. Ta s& khong c6 duge thuan lgi d6 néu ta khong tim dugc mot bai toan da
gii ma c6 ciing 4n. Khi d6 ta kho6 di dén ket qua hon. -

"Tim dién tich mét hinh ciu c6 ban kinh cho trudc.
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A1, la Acsnnet da' klg5

vay ma cach glal bal toan frén déy co
the xem la mot trong cac phat mmh 'toan hoc quan trong nhat -

'-.-',..

"Tim dién tich mot hinh cdu noi ti€p trong mot t¥ dién c6 sdu canh cho truorc”
Ngudi nao da biét két qua cha Acsimet thi giai duge bai todn nay dé dang, chi cdn
biu thi bén kinh clia hinh cdu noi ti€p theo sdu canh clia tif dién. T4t nhién, cling
khong phai don gidn 1dm, nhung dAu sao thi céc khé khin & day ciing khong thé so
sdnh dugc v6i cdc khoé khian trong bai todn clia Acsimet.

Biét hay khong bi€t mot bai todn d4 giai ma c6 cing 4n, diéu d6 thudng 1a tat
ca sy khdc nhau gifta mot bai todn d&€ vA mot bai todn khé.

5. Khi Acsimet da tinh dugc dién tich mit cdu thi nhu ta d2 néi : 6ng khong
biét mot bai todn nao da gidi s&n ma ¢ cing 4n ; nhung 6ng da bist nhiéu bai toan
c6 4n tuong tu. That vy, c6 nhitng mat cong ma dién tich c¢é thé tinh d& dang hon
dién tich mit cdu va & thoi d6, ngudi ta cling da biét r6i nhu 12 dién tich cha mat
tru, mit nén, mat nén cut. Chic chin 1a nha bic hoc cha ta da khéo st ki ludng
céc trudng hop twong tu d6, vi khi tim dién tich mit cdu 6ng di xem né gin ding
12 mot dién tich két hgp gébm hai mit nén va nhiéu mit nén cut (xem muc Pinh
nghia diém 6).

Nhu vay, néu ta khong tim duge mot bai todn da gidi sén c6 cling 4n, thi ta c6

gdng im mot bai todn c6 4n tuong tu. C4c bai todn thuoc loai lién quan mat thiét

dén bai todn dd cho va do-d6 khé 1¢i dung hon, nhung ciing cé thé huéng din ta
trong viéc tim t6i va ta khong nén bod qua.

6. Ta thém mot vai diéu chd thich vé cdc "bai todn chung minh" : twong tu nhu
nhitng diéu da ban vé céc bai todn "tim 4n".

Chéng han, ta c4n chimg minh (hay phti nhan) mot dinh 1f da pht trién 16
rang. Moi dinh 1i da dugc chitng minh ma c¢6 lién quan it nhiéu véi dinh If d4 néu
trén déu c6 thé gitip ich dugc. Tuy nhién, ta ¢6 thé thdy ting trong s6 cdc dinh If
d6 thi nhing dinh i nio ¢6 cling két lusn s& 12 truc ti€p bd ich hon ca. Vi vay ma
ta phai xét ki két ludn, n6i cdch Khdc, ta xét dinh 1i ma chd trong ddc bigt dén két
luan. C4ch ti€n hanh nhu vy cé thé hinh dung nhu sau :

"Neu thl cdc gbc bing nhau".

Ta hay nha lai mot dinh Ii quen thude ¢é cung két ludn hay c¢é két ludn tuong
ti. Dic biét, ta hdy nhd lai cdc dinh If cling loai, don gidn va quen thuoc. Chang
han, ta'c()'thé nhg lai dinh 1i sau déy : "Hai tam gidc déng dang c6 cdc géc tuong
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{mg bing nhau". Dé la mot dinh Ii ¢6 lién quan dén dinh Ii da cho va da dugc
ching minh rdi. C6 thé lgi dung dugc né khoéng ? Cé cdn dua thém vao mot yéu td
phu thi méi sit dung duoc khéng ? '

Nhu vy, ta c6 thé quan nigm dugc cach tién hanh nhu sau : tim cdch chﬁ‘ng' .
minh sy bing nhau cha cdc goc nhu nhiing tam gidc déng dang. Muon vay, ta phai
dua vao hai tam gidc chia céc gbc ndi trén va chitng minh 12 ching déng dang.
C4i d6 c6 thé 12 mot diém xudt phdt tot. ‘ :

7. Ta hily t6m tit lai. Khi nhé lai cdc bai todn da gidi s&n c6 cling 4n hay c6 dn
tuong tu (hay nhiing dinh 1i da chitng minh cé cling két luan hay c6 két luan tuong
tu), ta c6 nhiéu hi vong di ddng hudng va ¢ thé hinh dung dugc céch tién hanh dé
gii bai todn. C6 gng nhd lai cdc bai toan nhu vay, d6 12 mot phuong phap rat tu

phién va dé hiéu. Mot diéu la 12 mot phuong phép don gian va phong phi nhu vay

lai khong that phd bién. Du sao thi hoc sinh va thdy gido cting con phai biét 1am
thé nao dé sir dung cau goi ¥ : Hay xét ki dn, hdy nhd lai mot bai todn quen thudc
6 ciing dn hay c¢é dn tuong tu. '

Hé qud (hé luén)

La mot dinh 1f ma ta c6 thé rdt ra d& dang tr mot dinh 1f khic da dugc
chitng minh.

Hinh vé

Hinh v& 13 d6i tuong nghién cdu trong cdc bai toan hinh. Tuy nhién, ching
cling gitp déc lyc trong viéc gi&i nhitng bai todn rdt khdc nhau ma thoat nhin
chéng c6 gi 1a hinh hoc cA. Vi vay c6 hai I do quan trong budc ta phai khao sat vai
trd ctia hinh vE khi giai cdc bai todn. '

1. N&u ta c6 mot bai todn hinh thi chiing ta phai xét mot hinh vé do.

Chiing ta c6 thé tudng tugng ra hinh v& d6 trong dau hoic vé ra gidy. Trong
mot s6 trudng hop chi nén tuéng tuong trong diu ma khong nén v& ra gidy. Tuy
nhién, néu ching ta con phai 14n lugt xét nhitng chi tiét khdc nhau thi nén vé hinh.
N&u c6 nhiéu chi tiét ma ta khong thé hinh dung ra tat ca ciing mot lic, thi khi d6
trén gidy chiing s& hién ra déng thoi. C4i chi tiét ma ta nhd lai trong ddu c6 thé bi

- quén mét nhamg cling chi tigt d6 khi di duoc V& trén gidy thi gift dugc mai va bat

ctt 1dc ndo ta ciing c6 thé tro lai v6ind. ‘
Quay tr& v& v6i chi tiét d6, ching ta s& phuc héi lai nhitng suy luan trudc do
va sy Iinh hoi dugc chi ti€t d6 lam cho cong viéc d& dang rét nhicu.
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2. Bay git taxét mot cach hon vai trd clia hinh v kh_i giéi céc béi todn

dung hinh. .

Ta bét dau xet bai toan tuo‘ng o mot cach chi tiet; frude het bang cach VE, hmh
c6 chita cdi chua biét va nhitng céi da biét lién hé v6i nhau theo céc diéu kién cha
bai todn. P& trinh bay bai todn mot cich 16 rang, ta phai xét ting dit klen ‘mot,
timg phdn clia gid thi€t mot ; sau d6 ta hop nhat cic phan lai bang cich xet gla
thiét trong toan bé ctia né. Trong khi d6, ta c6 gang bao qudt cling mot luc moi
lien hé khdc nhau quy dinh boi gia thiét chia bai todn, khé ma c6 thé xir sy véi mot
s6 rét nh1eu chi tiet d6, phan tich ching r6i hop nhét lai, néu nhrr khong c6 mot
hinh v& tren g1ﬁy §'trudc mat. Mit khéc, chimg nao bai todn con chwa giai dugc thi
chung ta cdn phai tr hoi 1a 6 thé hay khong thé dung duge hinh vé phai tim. C6
thé hoan toan thod man cdc didu kién cla bai toan khong ? Ching ta khong cd
quyén n01 "cé thé dugce" kh1 chua cé cach giai cudi cling.

‘Tuy.nhién, chung ta thira nhan réng c6 thé dugc vA ta v& mot hinh trén dé cac

dir kién va nhitng cdi chua biét lién hé v6i nhau theo quy dinh clia cic didukién.
Cé thé nghi réng v& hinh nhu vay, ta dd diing t6i mot sy thira nhan khong hop
phdp. Nhung khong phéi nhur vay. Néi cho diing hon, khong phai bao gi¢ cling nhu
vay. Ching ta lam ding n&u nhu di khéo sdt bai todn, ching ta thita nhan khd ncing
ton tai mot d6i tugng thoa min céc didu kién budc cho cdi chua biét va ¢ nhiing
quan hé bit budc véi nhitng cdi da biét. Pong thoi, chi cdn ta dimg 14n 16n kha
_ning tén tai mot d6i tuong nhu vay v6i 1ong tin 1a né ton tai. Hanh dong cla ong
chanh 4n khong thé coi 12 sai n€u nhu éng ta, trong khi hoi cung bi cdo di néu ra
gia thuyet vé su pham t0i clia bi cdo nhung véi diéu kién khong gan cho gia thuyét
dé mot g1a tri hoan toan chic chin. Nha todn hoc, khoéng dugc c6 mot dinh kién
nao va pha1 gdc su phdn dodn cha minh sang mot bén cho t6i khi ma su khao sét
dd dem lai k&t qué quyét dinh ; phuong phap gidi mot bai tosn dung hinh bét ddu
béng céch v& hinh trong dé gia thiét rang cédc diéu kién da duoc thoa man; 13 do
cdc nha hinh hoc Hi Lap dé ra. Ta thdy 5 noi dung ciia phuo‘ng phdp d6 trong cau
ndi ngén va hoi bi hiém cpa Pappuyt : "Hay thira nhan rdng cai ngudi ta bét phai
lam 1a da dugc 1am r61". Loi khuyén sau day khong gon béng nhung 16 ring h(m

Hay ve mot hinh vé: gid dinh thira nhdn rdang moi diéu kién ciia bai todn deu duo’c :

“thod man.

Loi khuyeén dé 4 4p dung cho nhitng bai todn dung hinh nhu‘ng khong ¢6 I gk 1a1 |
161 han né cho riéng loai bai todn nay. Ta c6 thé mé 10ng nod cho tit cd "nhing:

“bai todn v&'tim tdi* bing cdch phat bidu né dudi dang tdng quat sau : Hay xét mét
hoan cdnh gid dinh trong dé moi diéu kién cila bai todn déu dugc thod man..
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Hiy so sanh v6i "Péppuyt” muyc 6.

. 3. Bay gio ta xét 'mC)t s6 dic diém chia viéc v& hinh thuc su.

(I) Nén hinh v& nhu thé no mot cach chinh x4c hay gén ding, nén v& véi cdc
dung cu hay bang tay ? Ca hai cach déu c6 nhitng cdi loi cha nd. Vé nguyén tic,
nhiing hinh v& chinh xdc trong hinh hoc déng mot vai tro nhu cac phép do chinh
x4c trong vat 1i. Nhung trong thuc hanh, ching khong quan trong bang vi nhitng
dinh 1{ hinh hoc ¢6 nhiéu céch thit nghiém hon so v6i nhing dinh luat vat li. Tuy
nhién, rhimg ngudi méi lam todn hinh nén v& nhiéu hinh v& cang chinh xdc cang
tot dé c6 mot co s& kinh nghiém.

Mot hinh v& ding c6 thé khién ta phat minh ra mot dinh 1f hinh hoc du Ia rat
nhé bé. Tuy nhién, dé tién hanh sy suy luan thi néi chung, chi cdn v& hinh cn than
bing tay, vi cdch nay ton it thdi gian. Hién nhién 1 hinh v& khong nén tré thanh
vo li, nhimg dudng thing khong thé udn khiic va mot vong tron khong thé giéng
nhu m6t ci khoai tay. Poi khi mot hinh V& sai c6 thé dwa ta t6i mot két luan sai
]4m ; nhung sw nguy hiém khong phai 12 16n va ta ¢6 thé tranh dwoc bang nhiéu
céch, dic biét 1a ddi cach v& hinh. C4i nguy hiém d6 s€ hoan toan khong c6 néu
nhu ta tap trung chii ¥ vio nhitng quan hé 16gic va néu nhu ta hiéu ring hinh v& 1a
mot hé trg chit khong phai 14 co s& cho nhitng két luan cia ta ; chinh nhimg quan
h¢ 16gic mdi 1a co c& thuc su (diém nay duoc minh hoa bang mot s6 nghich 1i quen
biét trén co s& mot s6 hinh ¢ ¥ vE sai).

(II) C4c phén tit trén hinh v& nhét thigt phai ding & nhing vi tri quy dinh, con
thtt tv dé dung ching thi khong quan trong. Do d6 nén chon mét thi thuan loi
nhat. Ching han, d& minh hoa viéc chia mot géc ra ba phin bing nhau, ta muén
dung hai géc @ va b sao ma a = 3b. Xudt phat tir mot goc a n2o do, ta khong thé
ding thudc va compa dé dung b dugc. Nhung n&u bat ddu tir mot géc b nao d6 kha -
nho, ta s&€ dung dugc géc a ngay.

(1II) Hinh v& cha ta phai ¢6 tinh téng quit ; cdc phin tir khdc khong nén lam
xu#t hién nhing quan hé ddc biét ma bai todn khéng doi hoi. Ching han, cdc doan
thing khong dugc vE bing nhau hay vuong géc v6i nhau, nhiing tam gidc khong:
nén vé can hay vuong néu nhu bai todn khong doi hoi nhw vay. Tam gidc ma céc
géc bing 45°, 60° va 75° theo mot nghia nhdt dinh khic xa véi ca tam gidc can lan
tam gidc vuong. Néu muén cé mot tam gidc "dang téng quat" thi ta nén v€ mot
tam gidc gan gi();ng nhu tam gidc ndi trén. '

(IV) P4 1am ndi bat c4c vai trd khdc nhau cha cdc dudng trong hinh Ve, ta c6
thé v& nhitng dudng bing nhitng nét dam, nhat, dudng lién hay dudng rdi (chdm
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chém) hay cé thé ding nhig

ménh néu ta chua hin di 1.
phén ti cho trudc va ding nh%‘ghg
trong, nhu hai tam ‘gidc dong dang dunig cung mot mau.*

(V) D& minh hoa nhiing bai todn hinh trong khong gian thi nén dung nhu'ng
m6 hinh ba chiéu hay nhitng hinh phéng trén gidy hay trén bang ? Mo hinh thi'rat _

t6t, nhung 1am ching thi rét phién, con nhu mua thi lai khd d4t. Cho nén chiing ta
phai bing long ding nhitng hinh v& mic di doi khi khé hinh dung ra ching.
Nhing ngudi méi 1am quen véi todn hinh khong gian thi nén 1am mot vai thuc
nghiém véi cdc mo hinh béng bia cﬁng tu 1am 14y. C6 thé ding nhitng d6 vat thong
thudng d€ minh hoa cdc khdi niém hinh hoc. Ching han, mét chiéc hop, mot vién
gach, mot 16p hoc c6 thé biéu dién mot hinh hop chit nhat, mot cdi bit chi biéu
di&n mot hinh tru, c4i chup d&n twong trimg cho hinh nén cut, ...

4. Nhitng hinh v& trén gifly déu dé v&, d& nhan, d& nhé. Nhitng hinh phing déu
quen thuoc d&i v6i ta va nhiing bai todn lién quan t6i chiing déu dic biet d& linh
hoi. Do d6, ta c6 thé loi dung dugc nd, néu nhu ta tim dugc mot cich biéu d1en
hinh hoc gén diing cho nhiing d6i twong khong phai hinh hoc.

. Thuc viy, nhitng bidu dién hinh hoc, nhu nhiing d6 thi va biéu dé cac loai
~déu duge diing trong moi nganh khoa hoc khong nhimg chi trong vat 1i, hod hoc
hay khoa hoc tu nhién ma con cé trong kinh t€ hoc gén ding, ching ta hay thir
- dién t4 tdt c4 theo ngon ngu cua cdc hinh va dua tat ca cdc ba1 todn vé nhitng bai
todn hinh.

Thanh thtr, ngay ca kh1 bai todn cia anh khong phai 14 bai todn hinh, anh cung
c6 thé thir.

Vémot h.z‘nh : tim mot biéu dién hinh hoc 18 ring, séng sha cho nhitng bai todn
khoéng phai todn hinh c6 thé cho phép tién mot budc 16 rét téi cdch gii.

Hogt dong cua tiém thic

Mot budi t6i no, t6i musn n6i chuyén véi mot nguol ban v& mot nha’ van nao

d6, nhung t6i khong thé nao nhé duoc tén nha vén 8y. To6i 14y 1lam buc téc vi! t®1v R

nhd rét Ki mot quyén tiéu thuyét clia ong ta. Toi lai con nhé ca mot vai chuyén vé
ong, tom lai, t6i nho lai t4t ca nhitng di€u ma to6i biét vé ong 4y, chi trir c6 tén va
moi ¢6 ging chia toi déu vo hiéu. The ma sdng mai t6i ngh day, chua kip nghi dén
cau chuyén tdi qua thi cdi tén cla nha van dot nhlen xudt hién trong trf t6i ma
khong phai c6 gang mOt ti ndo.
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MGi nguoi ching ta chic chin déu c6 kinh nghiém ban than nhu vay va tit ca
nhitng ngudi nao thich todn va hay giai todn co 1€ ciing déu c6 kinh nghiém dé -
trong qué trinh lam viéc cta ho. Nhiéu khi ta phai bé tay truéc mot bai todn mic
d dd c6 gang ‘4t nhiéu. Nhung sau mot dém nghi ngoi hay vai ngay bd dd thi cd -
{hé bt chot mot tia séng 10é lén trong ¥ nghi cha ta va ta co thé giai bai todn dé
dang. O day, tinh chét cha vin dé khong quan trong : mot danh tir bi quén, mot
chit kho trong trd chdi d6 chit, cling nhu 131 giai cha mot vén dé todn hoc déu c6
h@ xudt hien trong ¥ nghi theo cich ay.

7~

Nhitng diéu nhan xét trén day cho ta cAm tudng nhu ¢ mot sy hoat dong cua
tiém thitc. Qué that nhw mot bai to4n, sau mot thdi gian bd queén, ¢6 thé hien lai
mot cach sang sua hon truéc. C4i gi d3 soi sdng nd, céi gl da din nd dén gin 151
giai 7 Cling 12 bin than ching ta ma thoi, nhung chiing ta da hoat dong trong tiém
thize. Ciing kh6 ma dua ra dugc mot cach gidi thich khéc, mic du cdc nha tam I
hoc ciing dang phéc hoa mot céch tra 101 khong giéng nhu trén va c6 thé mot ngay
kia s& dugc ddy di hon. ‘ _

Nhung dit hoc thuyét vé& sy hoat dong tiém thic c6 gi tri nhiéu hay it, thi né
ciing cin dugc chi ¥ dén vi ring, ddi voi su suy nghi ¢6 ¥ thic c6 mot gidi han
khong nén vugt qua va d6i khi cling nén x&p lai bai toan trong mot thoi gian "qua
mot dém ngh ngudi ta tr& nén sang suét hon", mot cau ngan ngit ¢4 néi nhu vay.

Béing c4ch tri hoan lai ngly mai, ta co thé thu dugc nhidu két qua hon va véi
cong stc it hon. Tuy nhién, ta Kkhong dugc bd d& mot bai todn trude khi dat duge

A

mot ket qua nao do, n&u vé& sau nhat thist phai tro lai bai todn nay. Khong nén

ch&m dit cong viec dit chi 1a tam thoi — trude khi da gidi quyét dugc mot chi tiét
nao dé, trude khi 1am séng td dugc phan nao mot khia canh cta vén dé.

Chi c6 nhitng bai todn ma ta da tap trung suy nghi nhiéu thi khi tr& lai mdi

‘dugc bién d6i, sing ra. Hinh nhu su ¢6 ging c6 ¥ thic va lao dong trf 6c 1a cdn

thiét dé budc tiém thitc 1am vige. Néu khong phai nhu vay thi hod ra van dé lai qué
d& dang, Vi khi d6 ching ta co thé gii céc bai toan khé nhét bing céich di ngh d€
chd doi nhitng ¥ ki€n hay.

Trudc kia, ngudi ta xem mot séng kién nhu 1a linh cam, do trdi phi. Phai x{ing
dang v6i diéu d6 bang lao dong hay it ra bang nhiing ¥ mudn nong nhie”;t(l). :

[¢)) Vé mot cong trinh nghién cia t mi hon "vé tiém thie" déc gid ¢6 thé tim thdy trong quyén
am I chia sy sdng tgo trong linh vic todn hoc" Psychologie de Vinvention mathématique cia
Jacques Hadamard (chil thich cia tdc gid) )
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Khai quét

d6 sang khao sat mot
0 sdt mot nhom hep d6i
rong hon va bao ham nhém

. D6 Ia vige chuydn i vieo kh
nhém d6i tuong nio do c6 chita doi th g ﬁ
tuong sang viéc khao sit mot nhém d6i tiong qu
thit nhat. S

1. Néu ching han ta gap téng : -
1+8+27+64=100
vata déy né c6 thé bidu thi dusi dang :
P+2° 4334 £ =102
Khi d6, 1& t nhién nay ra cau hoi : Phai chang téng cta cic lap phuong lién
ti€p nhir 13 :

13+23+33+...+n3

Iuon lu6n 13 mot binh phuong ? D6 12 mot vi du vé khai quét. Didu khai quét nay rat
bd ich vi né din tir mot nhan xét riéng biét dén mot quy luat phé bién quan trong.
Trong todn hoc ciing nhu trong vat If hay khoa hoc tr nhién, nhiéu két qua da dat
duoc nhd céch khai quat nhr vy (xem muc : Quy nap va quy nap todn hoc).

0 2.0G6 thé"dua vao khai qudt dé giai mot bai todn. Ta xét bai toan hinh hoc
khong gian sau day : "Mot dudng thing va mot hinh bt dién déu c6 mot vi tri

tuong d6i cho trude, Tim mit phing qua dudng thing va chia thé tich hinh b4t dién
ra hai phn bing nhau". Bai to4n nay c6 vé kh6, nhung ta c6 thé nghi dén bai todn
sau day téng quat hon : "Mot dudng thing va mot c6 thé c6 mot tam dsi Xitng ndm
trong mot vi trf twong d6i cho trude, tim mat phing di qua dudng thing phai fim,
di nhién di qua tam d6i xing ciia c6 thé ; né duogc xdc dinh do dudng thing va tim
d6i xing d6. Vi hinh bét dien cling c6 mot tAm d6i xtng, nén bii todn diu tien
cling dong thai dugc giai quyeét.

Ta d€ ¥ ring, bai todn sau tuy téng quat hon bai todn ddu, nhung lai d& hon
nhiéu. Thyc rasthi phuong phap chil yéu ma ta da ding d€ gidi bai todn ddu 1a sdng
tao ra bai todn sau. Lam nhu vay, ta nhin tl-:_téfy val trd cla tam d6i xdng ; ta lam
Xudt hi¢n tinh '&:Kha’t cin bén ca hinh bt dién trong bai todn da,cho, d6 14 : né cé
tam déi xing. . - o '

Doi khi, bai todn t6ng quét hon lai d& giai hon ; diéu d6 tudng chimg nhw mau
thudn, nhung vi du trén chiing to rang n6 ching c6 gl 1a dic bigt. Bing c4ch nghi
ra bai todn topg qudt, ta di virot qua dugc khé khan rat 16n céia bai todn- ddc bist.
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Sau viéc séng tao do, cong viéc con lai chi 1a phu. Nhu véy, trong trudng hop nay,
viéc gidi bai todn téng quat chi 12 mot phdn — phén phu — chia viéc giai bai todn
dac biet (xem muc - Nghich Ii chia ngudi sdng tao). '

3. Tim thé tich chia mot hinh chop cut d4y vuong, biét rang canh déy dudi bang
10cm, canh ddy trén bang Scm va chiéu cao bing 6cm. Thay céc s6 10, 5va6bdia,
b, h ta dd khdi quat bai todn ? Ta dugc bai todn khic bai toan ban ddu, ma ta c6 thé
phét trién nhu sau : "Tim thé tich hinh chép cut dy vuong, bi€t canh ddy dudi bing
a, canh ddy trén bang b, chidu cao bing h". Kiéu khéi quat nhu vay c6 thé rat c6 1gi.
Chuyén tit mot béi todn "bing s6" sang mot bai todn "bing chi", chiing ta c6 thé c6
duoc nhiéu kha nang mai ; ching han, ching ta c6 thé cho bién ddi cac dit kién va
phu vay c6 thé nghiém lai cdc két qua bing nhiéu cdch (xem muc : C6 thé nghiém
lai céc két qua hay khong, diém 2 ; bien ddi bai todn, diém 4).

Ki hiéu

1. Mu6n lam séng to sy ich 10i cfia mot ki hiéu chon thich hop va quen biét,
chiing ta thir cong nhiéu 6 khd 16n véi gia thiét 1a ching ta khong dugc phép dung
chit s6 A Rap ma chi c6 quyén ding chif s6 La Ma. Nhu vay thi nhitng s6 nhu
MMMXC, MDXCVI, MDCXLVI, MDCCLXXXI, MDCCCLXXXVII s& dua ta
dén dau ? Khd ma néi hét duge tdm quan trong cla cic ki higu toan hoc. Cdc nha

~

_ toén hoc hién dai nho c6 hé thap phan ma c6 dugc mot uu thé rédt 16n so v6i céc

pha todn hoc thoi thuong cé. Mot hoc sinh trung binh ngay nay biét rat 10 ki higéu
phé bign chia dai s8, hinh hoc giai tich, phép tinh vi phan va tich phan va nhu vay
1a rat thuan tién so v6i cdc nha todn hoc Hi Lap khi cin gidi cdc bai todn vé dién
tich hay thé tich ma trudc kia mudn giAi dugc phéi c6 thién tai Acsimet.

2,

C6 mot moi lién hé mat thiét gifta ngon nglf va tu duy, ngon ngilt 1am cho tu
duy phat trién. Nhigu nha triét Hoc va ngit ngon con di xa hon nita va khéng dinh
ring khong c6 ngon ngi thi khong cd tu duy.

Diéu khing dinh nay ké cling qué déng. Néu ta c6 mot it kinh nghiém vé van
dung todn hoc thi ching ta thdy ring c6 thé suy nghi c6 két qua khong cén 1061 n61
ma chi cAn nhin vao hinh v& va thao thc v6i cdc ki hieu dai s6. Hinh v€ va ki hiéu
lien he mat thigt véi If luan toan hoc. Trong khi 1i luén ma diing dén hinh v& hay ki
hiéu 14t ¢6 loi, nhu vay ching ta 6 the stra déi diéu khing dinh trén kia va xem
tiéng nbi'1a ngang hang v6i nhing ki higu khdc vA n6i rang : "Néu khong c6 ki
hiéu thi khong c6 tu duy". :

Di _sao thi cong dung cta nhing ki hi¢u to4n hoc ciing twong tu nhu cong
dung cla ti€éng noi, ki hiéu todn hoc vi nhu mot thit ngon ngit, dac biét mot tha
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ti€ng rat hay hoan toan thich tug
nhitng quy tic khong hé c6 ngoaf

fi 5t thong thuong,
R TN

TR (G

phyong frinh 14 mot c4ch

Ding trén quan diém d¢, ta'cg the noj - ViEC
phién dich tir ngon ngit thong thuong ang ngon ngit ¢

14
3

> ki hieu toan hoc.

2. Mot s6 cdc ki hieu nhu cdc ddu +,—,=,...dacé m{‘)t_ y.nghia Ilhé“_f__t‘dinh ; trai

lai, nhiing ki hiéu khdc nhu céc chit c4i La Tinh va Hi Lap thudng dﬁng v6i nhing
¥ nghia kh4c nhau tuy theo ting bai todn. Khi ta khio st mot bai todn mdi, ta phai
chon mot s6 ki hiéw, dua ki hiéu vao mot céch thich hop. O day, ta c6 thé nhan xét
tuong tu nhw véi ngon ngir thong thudng ; nhiéu ti€ng ndi ¢6 ¥ nghia thay déi tuy
theo cau van : Khi cén phai dién ta 15 rang, phai chon cén than ting tiéng néi.

Viéc chon ki hiéu 12 mot giai doan quan trong trong khi gidi mot bai toan ; vi
vay, ta phéi chon mot cich than trong. Thoi gian ma ta danh d& chon ki hiéu sg&
dugc trd cong rat hau vé sau, bdi thoi gian tigt kiem dwgc nh& trénh khéi moi su do
du va 14n 1on. '

Dé duoc huéng din trong viéc chon d6, ta phai nghién ctu ki cang moi y&u t6
ctia bai todn. Céch ki hieu thich hop c6 y nghia hang ddu dé gidp ta hiéu duoc bai
todn. | _ ' '

3. Mot ki hiéu t6t phéi thoi man nhing yéu cdu sau : c6 noi dung va dé nhé ;

‘10 phdi trdnh dwoc moi 16i giéi thich khong 16 rang. Tha tu cdc ki hiéu va sy tuong
quan gifta ching phai 1am ta lién tudng dén thit ty va sy tuong quan gifta cdc doi
' tuong tuong tng. ’

4. TruGe hét, cic ddu higu khong duoc rhdp nhdng. Ching han, trong cing
mot van dé khong bao gidy duge dung mot ki higu dé€ chi hai d6i tuong khdc nhau.
Néu trong mot bai todn ta da goi ¢ 1a mot do dai nao d6 thi khong dugc 801 mot
phén tif ndo khéc 13 «. DY nhién, trong mot bai todn khac thi ¢ thé’-dﬁng chit a véi
mot nghia kh4c. . A

Tuy khéng dugc ding mot ki hiéu dé chi hai dsi tuong khac nhau nhung ta c6
quyén ding nhitng ki hiéu khic nhau dé chi cung mot d6i tuQng, ching han, viét
tichchaavéibla: : |

axb,a.é;vdab

Nhung moi khi thay 1am nhu vay c6.li (tdc 13 ding hai hay nhidu ki hisu

khéc nhau d€ chi mot doi tugng) thi cting phéi than trong. Néi chung, nén ding
mot ki higéu cho mot déi tuong va khong bao gitr nén ding nhiéu ki higu khong
cin thiét. ‘ R
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5. C4c déu hieu duge chon phdi d€ nhé va d& nhan ; mbi ddu hiéu phai nhic ta
titc khic dén doi tuong tuong Ung va nguoc lai. '

Mot céch dé c6 dugc ki higu d& nhé 1a dung cdc chit cdi ddu tién cla tén dc*ﬁ
tugng. Chéng han & muc 20, ta da ding chit r d€ chi van toc (ti€ng Anh — rate : van
t6¢),  dé chi thdi gian (ti€ng Anh — time : thdi gian), v thé tich (tiéng Anh — volume :
thé tich). Nmmg khong phai bao g ciing 1am duge diéu do, ching han ciing &
muc 20, ta c6 xét dén bén kinh nhung ta khong thé ki hiéu nd béng chit D bai vi
chit d6 d3 chi van tdc. C6 nhiéu nguyén nhan khéc han ch€ cach chon ki hiéu dé
nhé ; ching ta s& 14n lugt noi dén céc nguyén nhan v phuong phép do.

6. Mot ki phap khong nhiing gitip ta lién hé véi cac kh4i niém ma con ddc biét
1gi ich la gitp ta quan niem dugc bai todn khi thit tu va quan he gitta cdc ki higu
1am ta lién tudng dén thit tw va quan hé gifta cdc d6i tugng. Sau day 13 mot vai vi
du ding dé minh hoa diéu do.

(1) D& chi céc doi tuong gin nhau trong bai todn, ta chon trong céc chif theo
tht tu trong béng chit cal.

Nhu viy, ta thuong ding nhiing chi c4i dau tién nhu d, b, ¢ dé chi nhing dai
luong da cho hay nhing hing s6 va cac chit cudi nhu x, y, 2 dé chi nhiing dai lugng
chua biét hay bién thién. ' :

Muc 8 ta dung chit a, b, ¢ d& chi chidu dai, chidu rong va chiéu cao cta hinh
hop, d6 1a nhitng dif kién chia bai toan ; cdch ki hiéu d6 c6 1€ t6t hon 14 cdch ding
chit c4i déng ddu tién, ching han [, w, 1. That vay, trong bai toén da cho, kich
thuéc déng vai trd nhu nhau, ta nhin manh diéu d6 bing cdch dimg ba chir céi ké
nhau. Ngoai ra, nhu ching ta di noi, céc chit ddu tién a, b, ¢ 1a nhiing chit thong
dung nhat dé& chi cic dai lugng da cho. Trong mot b3i toan khdc ma & ddy ba kich
thudc déng vai tro khdc nhau va cdn phan biét chiéu nim ngang va chiéu thang
diing thi ¢6 18 nén dung cédc chit [, w, A.

(IT) D& chi céc d6i tuong thudc cting mot pham trli, ta thudng chon nhing chir
thuoc cling mot tw méu va ta ding nhing ty miu khéc cho nhitng pham trit khéc.
Chéng han, trong hinh hoc phéng ta thudng ding :

Chit in hoa clia tu miu La Tinh nhu A, B, C @& chi cdc diém ;

Chit nhd nhu «, b, ¢ dé chi céc doarr thng ; chit nho Hi Lap nhu o, B, Y..dé
chi céc goc. Khi gap hai doi tugng thu6c nhitng pham trit khdc nhau, nhung lai cé

(1) Tiéng Anh Length : chiéu dai ; width : chiéu rong ; height : chiéu cao ; rate : van toc
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quan hé v6i nhau thi ta c6 -th
nhau, hodc diing chit in vael
thudc 12 cach ki higu trong tarm gi
A, B, C chi c4c dinh,
a, b, ¢ chi cdc canh,
“a, B, ¥ chi cédc géc, -
G ddy ta hiéu a la canh d6i véi dinh A va géc g A la a.

(D) O muc 20, cdc chit a, b, x vd y td ra thich hop dé chi tinh chat c4c phan tix
va quan hé giffa chiing véi nhau. C4¢ chit @ va b ching t4 rang cdc dai lwgng twong
tng 1a hing s6, cdn cic chit'x va y chi cic bien s§ ; Ngodi ra, a ding trudc b, cling
nhu x ding trude y, ching td ring quan hé giita a va b cling giéng nhu:quan hé
gilta x va y. Su that thi @ va x1a ndm ngang, b va y 13 thing ding via : b =x - y.

7. Ki hiéu : '

AABC ~ AEFG ‘

chi rang hai tam gidc déng dang v6i nhau. Trong cic tii ligu hign dai, cong
thitc 4y con bao ham mot diéu' 12 trong hai tam gidc déng dang dé, cdc dink twong
Ung véi nhau theo thit tu d3 viét : A Ung véi E, B véi F, C véi G. Nhung sdch ¢é tu
khong str dung su trong tng dé, nén doc gid phdi nhin vio hinh v& hay phéai nhé
lai noi dung ctia van dé thi mdi biét dugc Su tuong ung gitfa cdc phdn tir.

Céch ki hiéu hién dai t6t hon cach ki higu c6. Nho n6 ta c6 thé rit ra nhiing hé
qué clia cong thic ma khong cdn nhin hinh vé. Ching han, ta c6 thé két Juan ring :

-~ -~

A=E
: AB :BC =EF : FG
VA it ra nhing ti 56 twong tu. C4ch ki higu ¢6 khong c6 ¥ nghia bing va khong
cho phép riit ra nhitng k&t luan chinh x4¢ nhr vay. .
Ta c6 thé néi ring, mot ki phdp nao nhiéu ¥ nghia hon mot ki phap khdc thi 1a
phong phii hon. Céc ki hiéu hien dai vé tam gidc déng dang phong phi hon cdch ki

higu 8, né phan 4nh thi tu va quan hé cic d&i tong mot cdch ddy da hon va ;do

d6, cho phép rit ra nhiéu he qua hon. - ,

8. Nhiing tir c6 nghia phu ; d6 1a nhimg tir ma dein dat vao trong mot s cau,
nghia ctia chiing c6 thé bi dnh’ huéng it nhi€u va 'thém vio nghia thong thudng
(nghia dau tién) chiing nhan mot mau sic m6i, mot sy bi€n déi nao dé. Vi vay,
mudh biét that ding, ta phéi chon trong s& nhiing tir gdn déng nghia tir nao ma
nghia phu thich hop nhat frong,céu. '
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Trong ki phép todn hoc cling the. Nhiing ki hiéu c6 thé nhan mot ¥ nghia phu
nio d6 khi dat ching vao trong bai, khi chon céc ki hi¢u ta phai d€ ¥y dén diéu do.
Ta hiy minh hoa diéu d6 bang nhing vi du. ' |

M&5i mot chit cé nghia nhat dinh, phd dung ; ching han, chif e thudng chi co s&
cha logarit ty nhién, i chi don vi &0 J=1, 7 chi ti s6 chia dudng tron v6i dudng kinh
ciia n6. N6i chung, chi nén diing céc ki higu 4y theo nghia c6 truyén cla ching ; vi
ring, néu ching ta ding ching theo mot nghia khéc, thi nghia quen thudc cua
chiing c6 thé 4m &nh trf 6c clia ta, 1am cho ching ta ling ting va c6 khi nhdm 1an.
Tuy nhién, ta dé ¥ réng cdc nghia phu ndi trén, nhiéu khi nguy hiém, lai lam hing
ting cho hoc sinh it hon 1a nha toén hoc, vi kién thic clia hoc sinh con it 6i ; nha
toan hoc phai c6 ddy du kinh nghiém dé vuot qua nhitng loai kh6 khan do.

Nghia phu ctia mot ki hiéu cling c6 thé c6 ich loi néu ta biét st dung khéo 1éo.
Mot ki phép di ding c6 thé gitp cho ngudi nghién cttu bing cdch nhic lai mot
phuong phép b fch ; tdt nhién, cdn phan bit 16 rang nghia ddu tién (nghia hién
tai) ctia ki hiéu véi nghia phu. Mot ki phdp 6 dinh (nhu ki phép cb truyén cho céc
phén tif cha tam gidc ma ching ta da c6 dip xét dén diém 6 (II)) c6 nhiéu thuan lgi
16 ; ding n6 nhiéu 14n, n6 s& nhéc ching ta nhé dén cic phwong phép da str dung ;
nhitng cong thitc viét v6i mot ki phdp c6 dinh thi d& nhd hon, tdt nhién, ching ta
phai m& rong tdm mét khi cén thigt phai ding mot ki phdp cd truyén theo mot

nghia hoi khéc thong thudng cta nd.

9. Khi ta cdn chon mot trong nhiéu ki phap, thi ta cé thé thién vé cdch nay boi
mot 1f do nio d6 va thién vé mot céch kia bdi mot 1 do khac. Cén c6 kinh nghiém
méi chon dugc cdch thich hop. Tuy nhién, cling cén biét cdc thuan lgi va trd ngai
trinh by trén kia. Du sao thi cling nén nhé 12 cdn dat nhiéu chd ¥ vao viéc chon ki
phap, viéc chon phéi ¢ Ii do xdc dang.

10. Khong phai chi ¢6 nhitng hoc sinh kém trong 16p hoc méi ghét mén dai s6
ma con cb ca nhitng hoc sinh rdt thong minh. Trong cdc ki phdp bao gio cling ¢
mot cai gi doc ddo va gid tao ; va that mét 6c néu phai hoc mot ki phap moi. Hoc
sinh thong minh c6 thé ngai 1am diéu d6 néu khong biét 10 H do. S& di ho ghét
mon dai s6 vi ho khong dugc thdy gido Tuon luén chi béo cho ho biét su ich loi cha
ngon ngit ki higu todn hoc doi voi tri b¢ nhu thé nao. Chi bao cho ho diéu do 1a
mot nhiém vu quan trong clia thdy gido, khong thé thi€u dugc. :

Céc nhan xét trén day theo ¥ ching toi c6 phén nao bg ich (xem thém muc :
Pit phuong trinh). C6 thé khuyén hoc sinh thir lai mot cong thiic (xem d6 1a mot
bai tap hay) nhobién luan theo céc dac tnmg cha né (xern muc 14 va muc : C6 thé
nghién lai két qua hay khong 7). ' '
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Kieém nghiém béng céch diing thir

AN
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cong thic hinh hoc hay vat Ii va F ouriér da neé M quan trong fir
quyén : L{ thuyét giai tich vé nhiét, miic 160 — 162, cia ong).

14u"(xem

as

1. D& nh6 li qué trinh thue hien didu ndi trén, ta hiy xét mot hinh nén’ cut dédy
tron. Goi : ' o

R 1a ban kinh cla day duéi,

712 ban kinh cla ddy trén,

h 1 chiéu cao,

$'1a dién tich xung quanh. _

Neu ta biét R, r, h thi 16 rang S dugc x4c dinh. Ta duoc bidu thic -

S=nR+1)(R - r)? + 1?2

ma ta mudn kiém tra bang thit nguyen.

Thtt nguyén ctia mot dai lugng hinh hoc rat d& x4c dinh. Ching han, R, r va k
1a nhitng do dai, do bang centimét néu diing don vi khoa hoc. Dién tich S do bing
centimét vuéng ; don vi 1a cm?. Con 1t = 3,14159... 1a mot s6 ; nhung mudn do mot
dai lugng thuin tuy bing s6, ta phai biéu thi né ra "em® (cm® = 1).

Moi hang thic clia mot tdng phéi c6 ciing thit nguyeén, d6 ciing 1a thi nguyén
ctia tong. Chéng han, R, r v R + r duogc biéu thi véi cling mét don vi, "cm" ; hai
hang thic (R —r)” va h” déu duoc biéu th ra "cri™.

Thit nguyén ctia mot tich 1a fich c4c thit nguyén clia c4c nhan tir. D6i véi céc luy
thira cling ¢6 mot quy tic tuong tur. Thay céc dai lugng bdi don vi do chiing; ta duge -

2 !
emi® =1 .cm . Nem?

Nhu vay 1a dﬁng. Vay cong thic c6 thé dam bao : né dd qua dugc su kiém
nghiém theo thit nguyén. v
Xem cdc vi dy khdc & muc 14 va muc "C6 thé nghigm lai két qud hay khong ",
diém 2. ' -

2. Ta c6 thé nhd tht nguyén ma kiém tra két qua cudi cﬁng hay céc két qua
trung gian clia mot bai todn, do ban than minh giai hay do mot ngudi khic giai
(mot phuong phdp rat t6t d€ nhan thdy nhing sai lam trong céc bai thi) ; cling cd
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. thé 4p dung 16i kiém tra d6 cho cdc cong thiic ma ta nhé lai hay nhiing cong thic
| foa ta du dodn. :

Néu ching han, ta nhd lai cdc cong thuc 4mr® va §m3 cho dién tich va.thé

" t{ch chia hinh cdu, nhung lai quén khong biét 12 cong thifc ndo cho dién tich, cong
' thitc nao cho thé tich thi ta chi cdn nhin vao thif nguyén la biét ngay.

3. Trong vat If thi 161 kiém tra con quan trong hon trong hinh hoc.

Ta xét mot con lic don, tic 1a mot vat nhd va nang treo & ddu sgi day ma
chiéu dai xem nhu khong thay ddi va trong luong khong dang ké, gia st/ 1a chiéu
dai soi day, g 12 gia t6c cha trudng hap d4n va T 12 chu ki clia con lac.

Bing nhitng nhan xét vé co hoc, ngudi ta th&y ring T chi phu thudc 7 va g.
Nhung phu thuéc nhu thé nao ? Ta c6 thé nhé lai hay du dodn rang :

T=c™g"

véi ¢, m, n 12 nhimg hing s6 nao d6. N6i cach khac, ta gi str T ti 1& véi cdc Iug
thira ndo d6, I, g chalva g. .

Ta hay xét thit nguyén. ViT la thoi gian nén né do bang gidy, ma ta ki hiéu 1a 5.
Pon vi cho do dai I 1a "em", cho gia toc gla cm 52 va chia hing s6 ¢ 12 1. Phuong
trinh tht nguyén viét ; '

s=1(cm)" (cms )
hay '
(= (cm )m+n S—Zn
So sanh céc luy thira & hai vE, ta dugc :
O=m+n,1=-2n
do d6 :
1 1
n=——,Mm= —
2 2
Va cong, thitc cho chu ki 7' phai c6 dang :

A
T=cl?2g?= CF
g

Trong trudng hop trén day, viéc kiém tra co thé cho ta biét duoc nhiéu diéu

nhung khong phai tit ca. Trudc hét, n6 khong cho ta biét gid tri cla hing s6 ¢
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(dung ra la bang 27r) -sau.nffa, ng. ‘0" _chi 16, pham vi dung cia cong thic.
' be ma cung ch1
Ong "v6 cung be"). Du sao thi éach khao sét
trén ciing da cho ta thay truéc mot cach ‘nhanh. chong va don gidn mot phén cin
bén ctia mot k&t qua, ma mudn tim duoo toan bo thi pha1 cin dén nhitng phuong
tién quan trong hon nhiéu. Trong nhleu trudng hop tucmg tu, ta cling nhan thay
diéu dé.

Lépnit (Gotphorit Vilhem) (1646 — 1716)

Nha triét hoc va todn hoc ndi ti€ng, du dinh viét "thuat phat minh" nhung
khong thuc hién duoc. '

Tuy nhién, nhi€u doan rai rdc trong tic phdm cla oOng ching té 6ng da nusi
nhiéu ¥ nghi bé ich vé vin dé nay ma ong luén nhan manh tdm quan trong cda né.

Chang han, ong da viét : "Khong c6 gi quan trong hon la biét dugc nhiing
ngudn phat mmh va theo ¥ t6i chiing con b ich hon ngay ca nhitng phat minh".

LT luan gidt 1ai

Muén hiéu céch x{ trf clia ngudi, phai so sdnh véi cic lodi vét. Céc loai vat
-cung cO nhitng "bai todn" phéi giai va khoa tam I thuc nghiém trong mdy chuc
. ndm géan day d4 c6 nhiing budc tién cin ban trong viéc nghién cttu mot s6 dong vat
di "giai cdc bai todn d6" nhur thé nio. O day, chiing ta khong thé trinh bay t4t ca
nhiing diéu nghién citu dé ma chi gidi thigu so qua mot thi nghiém don gian va bé
ich v6i muc dich minh hoa cho phuong phédp phan tich, hay phuong phap I luan

giat 1oi. Chiing ta d4 géip phwong phép d6 trong muc néi vé Pappus, mét nha triét
hoc dd mo ta nhiéu phurcmg phdp phéan tich.

1. Ta thir tim mot céch tra 10i cho cau dé sau-day : Lam
thé'ndo dé mang 6 lit nuéc tir song vé, néu trong tay chi ¢é 9
hai thung, mot thing 4 lit, mot thung 9 lit.

Ta hdy hinh dung 16 rang cdc céng cu lao dong cua L] 4
ching ta, d6 1a hai chiéc thing (ddu la di# kién ?), tudng - .
tuong chiing ta 1a hinh tru, ¢6 ddy bing nhau, chidu cao
bang 9 va 4 (hinh 16). Néu trén mat bén cé chia do thi bai - Hinh16
todn-rat d& gidi quyét. Nhung vi khong c6 chia d6 nén bai
todn tré nén khé khin.
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Ta chua biét cach lam thé nao dé dong dugc 6 1t mot cach chinh xéc ; nhung
c6 thé do dugc mot lugng khac hay khong ? (Néu chua gidi dugc bai todn ddt ra,
thi trude hét hay thit gidi m¢t bai todn ¢6 lién quan. T cdc dif kién c6 thé rit ra
mot diéu gl bé ich 7). Ta hdy mo mam mot it. Ta c6 thé 36 day thing 16n. Néu ' -
thiing 16n ta trit sang thing bé thi con lai trong thimg 16n 5 1it. Lam th€ nao dé co
dugc 6 1it ? Ching ta c6 hai c4i thiing, ta con co thé...

Nhu vay, ta dd hanh dong nhu hiu hét nhitng ngudi nao gap phai bai todn dy.
Tit hai thing khong, ta thir mot cach, 161 mot cach khac, 1an luot A6 day roi lai trit
ra va sau mdi 1an thét bai, ta lal ti€p tuc VA fim cAch khéc. Ta da ti€n bo, phét xudt
¢ finh hinh ldc dau va di ddn t&i k&t qua mong mudn, néi cach khdc, di t cac dit
kien t6i c4i chua biét. Co thé 12 sau nhiéu 14n thi, ta s thanh cong, nhung nhu vay
chi 12 may 0.

5. P&i véi nhitng ngudi nghién cifu thong mninh thi ho lai khong lam nhu vay.
Ho khong phai mat thi gio dé thir nhidu cich ma s& 1{ luan giat i

Ta phai 1am céi gi 7 (Pdu la &n 7). Ta hdy hinh dung & rang tinh hinh cudi
ciing ma ta mudn di dén. Ta hay tudng tong 6 truéc mat thing 16n chia 6 1it va

-

thing nhd khong co nude, nhu & hinh 17, Ta xudt phat tir diéu phdi tim va gid st

réing diéu phdi tim la da tim duoc).

\__\4 | ;4

Hinh 17 Hinh 18

Ta cé thé c6 duge tinh hinh cu6i cung tir tinh hinh nao trude d6 7 Pappuyt co
néi : tim xem két qud cudi cung c6 thé co duoc tix két qud ndo trude dé ? Tacod thé
44 ddy thing 16m; tc 1a ¢6 9 1t nhung lai phéi 14y 1a ddng 3 lit : Mudn thé....
trong thing bé phai 6 sén mot lit 161. Dy 1a mot ¥ kién! (hinh 18) (ching ta da
budc dugc mot bude khong phai dé va khong phai ai cling lam ngay dugc diéu do.
Va mot khi biét:duoc ¥ nghia cha 1f ludn trén, ta 6 thé trong thay dugc duong
huéng cta 101 gidl).

. Nhung lam th€ nao dé c6 dugc tinh hinh biéu thi bdi hinh v€ trén day ? (xem
két qud trude nia). Vilugng ou6c 12 vo han nén tinh hiph & hinh trén quy vé finh
hinh & hinh 19 ; hay hinh 20.
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R& rang 13, néu c6 duge mot tro
duoc hai tinh hinh kia, nhung khé;
chiing ta da gép né, da thdy mot
thi nghiém nhiéu 14n, ta ¢ the dugre my
hinh & hinh 20 ¢6 thé suy tir hinh 21,

I

Hinh 19 Hinh 20

5-hinh 18, 19, 20 thi s& 6

1§ hinh 20, trir khi
an thir trude. Béng cich
18 0 v nhé lai ring finh

Bang cdch d8 day thting 16n, 16i tir thing 16n dé ra
thing bé hai 14n, cudi cing ta tim dugc ket qua mong
mu6n. Nhu vay, nhey phuong phap phan tich, nhéy 77 lugn
8idt lii ta d3 im dugc cdc cdch 1am thich hop.

Bay gid, ta chi c4n dao Ion qud trinh bang cdch xudgt
phat tir diém cusi cang dat duopc trong phép phan tich
thuc hién finh hinh & hinh 21, 161 chuyén sang hinh 20,
19,18, 17 : bdng cach di Ion lai, cudi cang ta tim duge Hinh 21

. diéu phdi tim,

3. Ngudi Hi Lap cho ring chinh Platon dz phat minh ra phuong phdp phan
tich. Diéu d6 chua chic dz hoan toan ding, nhung ddu cho Platén khong phai 13
ngudi sing tao ra diu tién, ngudi ta cling thdy cdn thiét phédi quy né cho nha triet
hoc néi tieng nay. : ' '

theo con dudng din truc ti€p dén muc dich, didu ds gdy ra mot s6 khé khan vé niit
tu twéng. PE kham phd ra frinh tr cdc budce thich hop, ta phai theo mot trat tir hoan
todn trai nguge véi trinh ty thyc €, didu d6 néu ta khéng trinh bay cdn thén thi ¢6
thé gay mot s6 phin Ung vé mit tam If vi ngan tré mot hoc sinh théng minh hiéu
duoc phuong phap. ‘ o

Tuy nhién, khong can phai c6 biet tai méi giai dugc mot bai todn cu thé bing

cdch di giat 1di, chi can tap trung suy nghi vao muc dich, hinh dung két qué cusi

cung, c6 thé dat ket qua d6 tr ket qud nio trude né ? Ty dit cau hai d6 cling 1a mot
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didu ty nhién va nhu vay 1a da di giat Jii. Nhitng bai todn tif thoi c6 so cling c6 thé
din dén dong tac d6 (xem muc papquyt, diém 4).

Pé 1a mot phuong phdp thudc vé luong tri thong thudng ma ai cling ¢6 thé hiu
dugc va chic chén 12 n6 da duge cdc nha todn hoc true Platon st dung dén. Diéu '
ma ngudi ta cd thé xem 12 mot ki cong xing dang v6i thién tai clia Platon délada
phét biéu phuong phap mot cdch téng quat, da trinh bay né thanh mot thao téc dién
hinh dé gidi cdc bai todn thudn tuy todn hoc cling nhu c4c bai toan thudng ngay.

4. Bay gio ta xét mot thi nghiém vé tam 1i néu doc gia c6 thé tha thi cho cich
chuyén tiép khd tho bao tir Platon sang ga, ché va khi.

Mot hang rio chén song gidi han ba canh ' oF
ctia mot hinh chit nhat, con canh thif tw thi aé ittt
tréng (hinh 22). _ 1))

| !
Dit mot con ché & mot phia clia hang rao, | |
tai D va mot dia thifc an & bén kia hang rao, tai i I
F. D6i v6i con ché, bai todn nay tuong doi dé.
Déu tién, c6 1& né ciling thit nhay thing qua, .
nhung khong dugc, nén né chay quanh ngay ra phia sau va dén dugc dia thic an.
Tuy nhién, trong nhiéu truong hop, ching han néu cdc diém D va F qud gin nhau
thi 151 gidi khong d& nhu thé, con ché c6 thé mét mot s6 thi gid dé sha, cao, nhay
lén hang rao trudc khi ndy ra "sang kién" 12 phai vong quanh.

Hinh 22

Nghién citu hanh dong chia céc sdc vat khéc trong tinh hinh nay cling 12 mot
didu I thd. D6 v6i con khi thi bai todn rit d& dang (cling nhu d6i v6i mot em bé
lén bén : doi v6i em bé thi dung mot d6 choi c6 18 cong higu hon mot dia thic an).
Nhung dac biét, d6i voi mot con ga thi bai todn trd nén kho la ling va né s€ chay
lung tung bén trong hang rao vi c6 thé mat mot thdi gian rdt 1au dé dat dugc thic
an, néu may ma dat dugc. Du sao thi ciing 12 sau khi dé chay nhiéu va néu co
thanh cong thi cling chi 12 tinh ¢ ma théi.

5. Ta khong thé x4y dung mot 1f thuyét téng quét tit mot thi nghiém duy nhét
va don gidn nhu trén. Nhung k& ciing khong c6 hai gi néu tir d6 ta suy ra mot s6
diéu tuong tu rd Tét Voi dieu kién 12 ta phai sdn sang.thdm tra va dénh gid cic ket
qua d6. B | ' , ,

Pi vong quanh mot chudng ngai, d6 1a diéu ma ching ta thudng lam khi phéi
gi4i bdt ctt bai todn nao nhu vay, thi nghiém trén day c6 mot gid tri c6 thé noi 1a
tuong tu. O day, con ga ciing giéng nhu nhing ngudi giai bai todn bing md mim,
sau nhiéu }n thir lién tiép va néu thanh cong thi cling do may rui va khong hiéu
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duge nguyén nhan clia sy thén'h'cc")ng d6. Con ché cio ciu, phi sta trudc khi di
vong dd gidi bai todn ctia n6 nhu chiing ta da lam véi baj ar i thing chi:
nude. Tudng tuong hai thing 6 chia do chi 15 muyc nuée trg%g cac'thung do, éiing
giong nhur cao dat mot céch vo Toh v diEHaERRL: O}Pffh‘ll(}“h chiing ta tiép tuc nghien
ctu. Ching ta cing vay, trudc tién bao gidy cling fim cdch di‘thing dén dich va san

d6 thi méi c6 ¥ nghi di vong quanh. Con ché6 sau khi quan st finh hinh mot cich !

nhanh chéng di di vong quanh hang rao, diéu dé cho ta ¢ cam. gidc, ding hay:la
sai, Ting né c6 mot tryc gide "cao cap".

Ciing kh6ng nén trich con ga1a ngu xuin. Vi thuc ra thi cling khong dé gi quay
lai, di xa ra khéi dich, tién budc ma khong dan mét vao muc dich mong mudn. Gifta
nhiing su khé khin clia con g4 va chia ching ta c6 mot sy tuong ty 15 rét.

Néu anh khong giai duge bai todn hién c6 thi cling dimg qué budn phién ; hay

di tim mot két qua dé hon, bing cich trude hét thir gidi mot bai todn gidng véi bai
todan ciia anh. :
. Thanh cong d6 c6 thé dong vien anh vi khién anh c6 can dim tdn cong vio
bai todn ban ddu. Pimg quén ring, c4i uu Viét chia con ngudi 1a chd biét trdnh
chuéng ngai vat ma minh khong thé truc ti€p vuot qua dugc va ¢6 thé nghi ra mot
bai todn phy thich hop trong trudng hop bai todr: ban dau cé vé khéng giai duge.

Anh ¢6 thé nght ra mét bai todn 8ing v6i bai todn cia anh nhing dé lam
hon khéng ? Bay gid, cdn phai nght ra mot bai todn nhu vay chi khoéng phai chi
- 1a nhé lai mot bai todn da 1am nhu khi tu dat cau hoi : "Anh ¢ biét bai todn ndo
'8idng né khong 2. ‘

Nhiing cau hoi khdc cha bang trong phén ddu clia muc niy ddu c6 mot muc -

dich chung : sy bién ddi bai tosn. C6 nhiéu cich d& dat muc dich nay nhu su tdng

quét hod, su cd biét hod, su twong tw va nhing cich khéc trong su phan tich va

thanh 1ap nhiing t6 hop méi.

Nghich Ii cia ngusi phat minh

*- Mot k& hoach phifc tap hon ¢6 thé ¢6 nhidu trién vong thyc hién hon.
Diéu phat bi€u d6 c6 v& nguge dbi. Tuy nhién, khi ta chuyén tir mot bai todn
nay sang mot bai todn khdc thi nhidu khi ta nhan thdy ring, bai todn mai tuy dua

lai nhiéu hiéu qua hon bai todn cit nhung lai d& gidi hon. C6 thé mot lic tra 1&i.

nhi€u cau héi lai d& dang hon 13 chi tra 161 ¢6 mot cau hoi duy nhét, chitng minh
mot dinh If t6ng quét hay gidi mot bai todn'téng quat lai d& dang hon.

Nghich If nay s& bién mat néu ta xét ki mot s6 vi du (T'éng qudt hod, diém,g.,,
Phép quy rap va quy nap todn hoc, diém 7). Nhung bai todn dua lai nhiéu hieu qua
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hon c6 thé c6 phiéu trién vong gidi quyét hon, v&i didu kién 13 nd phai dugc can ci

2

khong phéi trén 6¢ phu va nhiing diéu khao sit nong ndi ma trén su hiéu biet
<au sic vé ban chét cha van dé.

Ngudi doc sach thong minh

Khi doc sach todn, cO diéu mong mudn :

Thi nhét 12 xdc dinh dugc bude chiing minh dang doc ]a dung.

Thi hai 12 hiéu 5 duge muc dich ctia bude dé.

Ngudi nghe thong minh khi nghe giang todn ciing ¢6 nhitng mong mudn nhu vay.

N&u anh ta khong tin ring bude chiing minb d6 1 déng, tham chi con nghi
ngd nita, anh ta co thé phan doi va néu ra mot cau hoi. Nhung néu anh ta khong
hiéu 1 do va muc dich clia bude chitng minh d6 thi anh ta cling khong thé phat
biéu cau phan déi. Trong trudng hop nay, anh ta khong phén doi ma chi hoang
mang, budn buc va mét hét dong suy nghi.

Mot éng thdy hay mot tac gia thong minh phéi ¢6 ¥ thic vé hai diém dé. Tat
nhién, can phai viét va noi ding, nhung nhu thé chua di. Mot su suy luan trinh bay
ddng trong sdch hay trén bang vin c6 thé khé hidu va ching c6 bé ich gi, néu
khong néu dugc muc dfch cha cdc giai doan néi ti€p, néu nhu ngudi doc va ngudl
nghe khong thé hi€u tic gi4 1am céch nao dé c6 duoc sy ching minh nhw vay, néu

- nhu su trinh bay khong goi cho anh ta Ty tim duge mot ching minh tuong tu.

Nhitng cau hoi va 101 khuyén trong bang cla ching t0i ¢6 thé gidp tdc gia va
thdy gido nhdn manh muyc dich va li do sy 1ap luan. V& mat nay, mot cau hoi rit cd
ich 12 : Anh da ding hét moi dit kién hay chita ? Ta co thé tim thdy trong cau hoi
nity c4i 1f do d€ xét t6i mot dit kién chwa ding dén. |

Ngudi doc va ngudi nghe ciing c6 thé ding nhitng cau hoi dé dé hiéu duge tai
sao téc gi4 hay thdy gido lai dac Dbiet xét t6i mot y&u t6 nay khac anh ta cd thé
cam thay ring néu ddt duge cau hoi nay thi cé thé tim thiy cac budc do trong
chiing minh. '

Ngui gidi toén théng thao

. Thudng dat-ra nhiing cau hdi tuong tu phu trong bang cha ching toi, c6 thé 1a
anh ta tu minh di téi nhiing cau hoi loai 'd6 ciing c6 thé 1a nghe dugc mot cau hoi
nhyu vay clia mot ngudi nio @6 va anh ta di ty minh kham phé ra 12 phai dung nd
nhw the nio dé gidi cdc bai todn. ) -
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ludn nhic di nhic
1C bl 40 d6 ; -anl ta biét
rang cau hdi d6 1a mot phin nhd cta sy 1 g trong mot giai doan nhat

dinh va anh ta biét ring céch dé c4p vin dé cha minh la ding din vi d3 dé xuat
dugc cau héi ding. SERI

apluan

D61 véi mot ngudi gidi todn thong thao, nhifng cau hoi va 1oi khuyén trong
béng clia ching t6i cling rdt c6 ich. Anh ta c6 thé hidu ki nhimg syu giai thich va
nhiing vi du minh hoa, c¢é thé dodn dugc cdch st dung diing nhifng cau héi do.
Nhung anh ta chi c6 thé hidu mot cich ddy di mot khi di tim thay dugc trong
cong viéc clia minh c4i phuong phip ma cau hoi c6 g0i ra cho anh ta. Vi tu minh
thir diing cdch dit cau hoi @& théy duoc 1oi ich ciia né, anh ta s& hoc dugc cdch 4p

dung ding cau hdi dé.
Ngudi gidi todn thong thao phéi udn sin sang dit ra t4t ca nhing cau héi chia

bang, nhung khong nén dat ra mot cau hdi ndo chua can thist,

Thuc vay, anh ta chi quyét dinh diing khi trudng hop dang xét giéng véi mot
truong hgp ma anh ta d3 dp dung ciing cau hoi nady mot cich cé két qua.

Tru6c hét, anh ta phai c6 ging hidu bai todn mot cdch 15 rang va ddy dii t6i

mic c6 thé ; nhung nhy vay chua di. Anh ta cin tap trung moi chd y vao bai toan,
tha thi€t mong muén giai dugc né.

Neéu anh ta khong c6 mong muén thyc su gidi bai todn, t6t hon 14 nén thoi di.
'Bf quyét clia thing lgi chan chinh, khéng ¢6 gi bf 4n ca, chi Ia su déc toan tam
toan y vao viéc giai bai todn dit ra.

Nhd todn hoc tuong lai

Phai nhanh trf trong khi gidi cdc bai todn, nhung nhur vay chua da. Con cin
phai biét gidi cdc bai todn Quan trong khi can thiét. Vi vay, truéc hét can phai phat
hién xem minh c6 khigu dsi véi nhiing loai baij todn nio.

~ Phdn viec quan trong d6i véi anh ta 13 xem lai cdch gidi d4 tim ra. Biéng cdch
phén tich qu4 trinh cong viéc ctia minh va cich gidi tron ven, anh ta c6 thé tim
dugc nhiéu diéu bé ich cho viéc nghién cttu. C6 thé 13 anh ta suy nghi vé ché khé
cta bai todn va vé c4i ¥ chi dao ctia né. C6 thé anh ta ¢6 ging vach 5. c4i gida
8ay tré ngai va cdi gl cu6i cung di gitip anh ta. Cé thé 13 anh ta chd ¥ t6i nhitng y
true gidce, <6 thé’ thdy duoe ket qud ngay tir phit ddu khong ? Anh ta-cé thé 4p
dung nhiéu phuong phdp khdc nhau : ¢6 thé di 161 ket qud mét cach khéic khong ?
C6 thé 12 anh ta c6 hidu bii todn ciia minh m4t cdch sau sic hon bang c4ch so s4nh
VGi cdc bai todn d3 gidi trudc day.
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Anh ta c6 thé thir d€ ra nhimg bai todn méi co thé gidi dugc dua trén co o
cong viéc vira hoan thanh © két qud cia bai todn hay phuong phdp gidi ciia né co
thé diing cho mét bai toén khéc khong ? Linh hoi mot cach ddy dt bai todn via,
gidi xong, anh ta da thu duogc nhitng ki€n thic 1it 6 hé théng trong déu, sin sang
dé dem ting dung. Nha toan hoc tuong lai cling nhu mol ngudi tu hoc bang céch
fhuc hanh va bat chude. 4 ‘

Anh ta phai tim mot dién hinh dé bt chudc, quan st ong thdy vin cd vi
minh, do stc v6i cdc ban 6 kha nang. Sau d6 va c6 18 1a diéu quan trong nhit, anh
ta s& doc khong phai chi nhimmg séch gido khoa thong thudng ma con doc céc tac
gia tén tudi cho t6i khi tim dugc mot quyén sach thich hop, tu nhién thiy cin bat
chudc. Anh ta vui thich va s& tim cdi gl d6i véi anh fa ]2 don gian, bd ich hay la
dep. Anh ta cin giai nhitng bai todn, chon nhiing bai-hop v6i kha nang cha minh,
suy nghi vé cach gidi cha ching va dé ra nhitng bai toan mdi. Béng con dudng do
va nhitng cich khdc, anh ta phai kham phd ra diéu quan trong dau tién 12 phai biét
dwoc minh thich c4i gi, khong thich cdi gi, biét duge s& trudng va nhing thich thi
rieng clia minh.

Nhing céu tuc ngd sang sudt

Viéc gidi cac bai todn 1A mot phan khong thé téch ra dugc khoi hoat dong clia
con ngudi. That vay, phén 16n su suy nghi ctia ching ta déu cé lien quan dén viéc
gii céc bai todn. Khi ta khong mo mong hodc nghi vén vo thi bao gi& ¥ nghi cha
ta cling huéng vé mot muc dich nhit dinh ; ching ta tim céc phuong tién dé dat
muc dich d6, dé gidi mot bai todn. :

C6 ngudi thanh cong nhidu, cé ngudi thanh cong it trong viéc giai céc bai todn '
dat ra cho ho. Chiing ta nhan thdy su khic nhau do, ching ta da tranh cai, binh
luan va hinh nhu ¢6 mot s6 cau tuc ngif con ghilai ban chét cha nhitng diéu nhan
xét d6. Du sao thi cling c6 nhiéu tuc ngi dd néu bat duge qué trinh suy luan dé
gii mot bai todn, nhimng didu nhan xét thudc luong tri binh thuong, nhitng "thu
thuat" va nhitng didu sai 14m dién hinh. Trong c4c cau tuc nglt do ta nhan thdy
phiéu phan xét sau shc, nhidu khi tinh vi, nhung khong dugc trinh bay mot céch c6
hé theng, khoa hoc, do d6 nhidu khi t6i nghia va chita dung mau thuén. Nhiéu céu
tuc ngit co thé d6i 1ap v6i mot cau tuc ngit din téi nhiéu cich giai thich. That1a
bubn: cudi néu nghi rang céc tuc ngll ]2 mot nguén chan 1f van nang, nhung néu
khong nhan théy ring cdc tuc nglt mo t4 dugc cdc phuong phap nghién ciu mot
cdch cu thé tryc quan thi d6 ciing 12 mot didu thidu s6t 16n.

Néu thu thap dugc cdc tuc ngl ¢6 lien quan dén viéc phdc hoa mot dé 4n
(chuong trinh), tim céc phuong tién, chon céch tot nhat, tom lai tat ca nhiing e

103



t didu bé ich: (3 day,

01 dan ra mot vai

MOt bai todn da nhan manh

“,cu thé & cdc muc tir 6 den
14. Nhiing tuc ngit din ra dugc in bang chit nghiéng.
1. Biéu cdn thiét trude tien 13 phéi hiéu bai toan.

gl ndi vé cdch gidi mot bii todn thi.';‘ i
ching t6i khong ¢ didu kién dé 1am

Hiéu sai thi trd 167 sai. Ta phéi thdy 15 muc dich.

Trude khi bét ddu, phdi nght dén két qud cusi cong.

D6 1a mot 16 khuyén ; ngudi La Tinh néi 13 - "respince finem". Rui thay, 16
khuyén d6 khong phai bao giyy cling duge dé v dén va nhidy khi chiing ta suy nghi,
noi nang, tham chi hinh dong lung tung, bay ba ma khong hiéu r5 13 két qud s& di
dén dau.

Phdi suy nght trude khi lam, uén lus; bdy ldn truéc khi néi.

Nhung chi hidu bai tosn cling chua dd, ma ¢on phai ¢6 ¥ chi giai quyét né.
Néu ta khong c¢6 mot ¥ chi st d4 dé thi chic chin 13 ta khong thé 1am dugc viec
d6 ; nhung néu ta c6 ¥ chi d6 thi nhat dinh ¢6 trién vong. C4 chi thi nén.

2. Xay dung mot dé 4n (chuong trinh, dan bai), phéc hoa dai thé cong viec
minh s& 1am, d6 13 diéu c6t y€u dé dat duge muc dich.

Thién tai 1a mot sy kién nhin. Cg cong mai sdt, cé ngay nén kim. Kién tha lau

ddy 16. ' .

Neéu ta khong thinh cong thi phai thir mot phuong phdp khdc tuy co iing bien,
thua keo nay ta bay keo khdc. Thugin gié b6 budm. Lam hét sitc minh.

Ngay tir ddu phai chudn bi tu tudng 14 c6 thé that bai va phai ¢6 sin sang mot

phuong phép khic dé du trl. |

' ‘3. Phai thuc hién dé 4n ding Itic, tic 14 1dc né di chin mudi, khong sém qud.
Ngudi ta néi : cdn than 14 me dé ciia thanh cong. Nhung mit kh4c, ciing khong nén
qué de dat. So nguy hiém thi dung di bé, mot cau tuc ngit phuong tay da néi the.,

Pappuyt (Pappus)

Mot nha-todn hoc Hi Lap néi tiéng, c6 18 séng vao khodng 300 nam trudc
cong nguyén. Trong quyén 7 cha nam "Tap todn" cta ong, ong da ban déh mot dé
tai ma 6ng goi la "a'vecAudpevE", ta cé thé dich 12 "nghé thuat giai céc bai todn":
Phén duéi day Ja céi bien mot cdch ty do clia nguyén ban.
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"Nghé thuat gial todn" néi mot céch vén tht 12 ngudi ta tap hop céc nguyén i

. dimg cho nhing ngudi nao sau khi da hoc xong tap "m& dAu", mudn tién cong vao céc

4é muc nghién cdu tosn hoc. N6 1a cong tfnh cha ba ngudi @ Oclit, tic gid tap |
"Nguyén 1i", Apoloniut i Arist6t. N6 day vé cac phuong phap phan tich va téng hop.

"Trong phép phan tich, xudt phat tir diéu ngudi ta hoi, ta xem n6 nhu da duge
cong nhén, roi ritTa céc hé qué, 161 bé qu <ha cdc hé qua d6, dén khi nao dat
dugc mot diém ma ta o6 thé ding 1am xudt phat &i&m cho mot phép tong haop. Vi
ring phép phan tich ta thira nhan ring diéu ma ngudi ta ddi hoi phai 1am 1a dd lam
xong, didu ma tim 1a d3 tim dugc, diéu phai ching minh 12 ding. Ta tim xem
udn dat duge ket qua mong muén thi phai di tir ket qua nao trude do, r6i mudn
dat dugc ket qua nay thi phéi di tr k€t qua no trudc nua, ..., cho dén cudi cung, ta
fim dugc mot dieu da bigt, hay da dugc cong nhan 12 ding. Ta gol qué trinh 46 12
phép phéan tich, hay 1{ luan giat 1ui. .

"Trong phép tdng hop thi tr4i lai ta ddo nguge qué tdnh va xudt phat tir diém
dat duogc cudi cing trong phép phan tich, tir y&u to da biét hay da duge cong nhan
1a dvng. T d6 rat ra didu ma trong phép phan t{ch da di trudc nd va ci 11€p tuc
nhu th€ cho dén khi dat dugc két qué ddi hoi. Ta goi qué trinh do 13 phép t6éng hop
hay 11 luan di t6i. A '

(6 hai loai phan tich, thit nhat, phan tich cdc bai toan phéi ching minh, trong
d6 muc dich 1a thiét 1ap céc dinh If ; fht nhi 12 phan tich cac bai todn vé tim O,
trong d6 myc dich 12 tim in". '

"Trong mot bai toan ching minh ta phai xdc nhan hoic phit nhéan mot dinh 1
A da phit biéu 16 rang. Ta chua biét 1a A ding hay sai ; nhung tr A ta rit 12 mot
dinh 1i B khdc, i tit B rit ra C, ... cho dén khi ta roi vao mot dinh 1i cudi cing L
43 biét. Néu L 12 diing thi A cling dting Vi didu kien 12 moi k&t qué trén kia déu cé
thé dao ngugc duge. TU L ta chiing minh K (trong phép phan tich d3 di trude L) 16i
ctt ting budc mot, cu6i ciing ta ching minh B tir C, 161 A tit B. Nguge lai, néu L 1a
sai thi A cling sai not".

"Trong mot bai todn v& tim tdi, ta phai tim mot Zn s6 x thoa man mot diéu kién
dd phat biéu 1o rang. Ta chua biét diéu kién d6 co dugc thoa man hay khong,
phung cif cong nhéan 1a 6 mot 4n s6 x thod man &idu kien do, r6i rdt ra mot insdy
khic phai thod mén mot diéu kién tuong ung, Xong 51 ta lien hé y voi mot én s0
Kkhac nfta, cho dén cudi cling ta di dén mot 4n s6 z ma ta.cd thé x4c dinh dugc gid
tri bing mot phuong phap dac biét. Néu qua that c6 mot gid tri z thod man diéu
kién da dat ra thi c6 mot 4n s8 x thod min diéu kién ban déu, véi gia thiét 1a moi
diéu suy dién noi rén déu dao ngugc duge”.
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"Thoat tién, ta tim duge 7, 167 bist  fir  trong phép phan tich ;
Cl ti€p tuc nhu thé, cusi cung ta di @ Ay Ta dat duge muc
yla da ;‘

P ~ . S . - [ A L, - N gl P e
dich. Néu nguoc lai, didy kién dat ra cho z khong | Oc thod man, thi bai todn dej !

vOi x cling khong gidi dugc", !

1. Trong ban caj bién, ching toi ding mot s§ danh tir chinh Xéc hon, cé dua
Vao cdc ki hieu A, B, L, %, y, ..., z khong c6 trong nguyén ban. A

manh mot diéu 13 cdc phuong phap néi tren cé mot tinh chat téng quét va khong
phy thudc vio noi dung clia vén dé (xem muc 3). :

3. Vidu vé dui 6. Tim bien $G x trong phuong trinh :
B4 +47 ~ 5402 + 2™ 4 101 = ¢

Day la mot bai todn "tim 4n &'
di t6i dich bang céch dung nhiéu 14n phép rit gon.

Ngodi ra, né con doi hoi phai biét 15 mot s6 cac 16p phudng trinh don gian va
phai ¢6 mot y nght ding hudéng, mot sy may man va sing kién thi méi nhan thay
rang 4% = (2x)* va 4™ = (2% va do dg ¢6 thé nén dua vio miot 4n s& me;.

y=2"
Ma qua that, Phép th€ nay rat loi va phuong trinh im dugc theo y:

8(y? +i2)-54(y+1)+101 =0
y Y

{0 ra don gian hon phuong trinh ban ddy, Nhung chua phai 13 hét : néu 1a di xa hop,
nita va ¢ ¥ nghi dua vao mot bién s6 mgi -

1
Z=.yr+;

106

wi

*




v\
,
t
¥ |
|
i

2

thitacod:
87° — 54z +85=0

Phép phan tich cham ditt & day, v6i gia thigt 1a duong su biét giai cc phuong
trinh bac hai. '

Phép téng hop 12 gi 7 D6 12 viec thuc hién timg budc cde phép tinh ma nho
phép phan tich ta o6 thé tien dodn 12 c6 thé dua dén két qua.

Puong sy khong can 6 them nhitng sdng kién méi d& k&t thiic bai todn ma chi
cin kien nhin va chd ¥ 48 tinh tat ca cdc 4n s6. Trinh t t{nh todn 1a ngugc lai véi
trinh ty sdng tao, ta tim d4u tien z (z =512, 1714), iy (y=2,112,4, 1/4) r8i cubi
cling x, bién s6 ban dau (x = 1, I, 2, —2). Phép t6ng hop nhic lai timg budc phép
phan tich va ciing dé thdy trong vi du nay tai sao phéi lam nhu vay.

4. Vi du "Phi todn hoc". Mot nguol cd so mudn vugt qua mot con su6i, nhung
kheng qua dugc nhu thudng ngay vi dém qua o6 nuéc 1. Vuot qua sudi da tr&
thanh déu dé cha mot bai to4n. "Vuot qua sudi”, d6 1a 4n x cha bai todn. Ngudi do
6 thé nhd lai 1a da c6 lan yuot qué sui trén mot than cay d8, anh ta tim xung
quanh thir xem c6 cay 44 nao khong va cay dd 46 ud thanh &n méi y, cay dé
khong tim dugc, nhung bén canh sudi c6 mot khu ring va anh ta mudén dan mot
cay. C6 cdch gl ddn mot cdy 4€ cho né d6 ngang qua sudi 7 D6 1a mot tia sing
trong § nghi dwa dén mot 4n mi : cn phai tc dung vao cay d8 nhu thé n2o d€ n6
48 ding ngang qua sudi ? _

Néu ta thira nhan cdch noi chia Pappuyt thi ta phai goi chubi ¢ nghi trén day
thuoc vé phép phan tich. Néu ngudi cd so thyc hién phép phan tich ¢6 ket qué thi
anh ta c6 thé séng ch€ ra mot chi€c cdu hay mot cdi riu. Con phép t8ng hop thi s&
thé€ nio 7 D6 1a chuyén bién § nghi thanh hanh dong ma hanh dong cuéi cing la di
qua sudi pho cay dé. : '

Cung nhimg yéu t§ nhu nhau tao thanh phép phan tich va phép téng hop :
trong truong hop d4u 12 trf 6¢ ctia con ngudi lam viéc, trong trudng hop sau 1a céc
bép thit ; phép phan tich gém nhimg ¥ nght, phép téng hop gom nhing hanh dong.
Tuy nhién, gifta ching con ¢b su phan biét khac, d6 1a tinh ty bi dao 10n.

Vuot qua sudi, do 1a ¥ nght chii dao tir d6 phit xudt sy phan tich va ciing 12
hanh dong cudi cung ket thiic phép téng hop.

5. Ban cii tién goi cho thay c6 phén nao 10 1ang hon nguyén ban vé su lién hé
tu nhién gitta phép phan tich va phép téng hop. Phép phan tich di dAu mot cach ty
nhién, phép téng hop theo sau ; ‘phan tich la sdng tgo, la Xdy dung ké hoach, con
t6ng hop la thyt hién ké hoach do.
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6. Bén cai tién khéng nhimg glfi g
clia nguyén bén : "ta thira nhan ri ,
di€u ma ta phai tim 13 di fim duoge; phafchiun

anh mot s6 cau If thd

diéu ki quic hay sao ? Lai them t6i nghia nifa. Phai hiéu nhu the nao 9 Tily nhién,
néu ta nghién cttu ki lubng va tim cdch van dung kinh nghiém ban than frong viéc
gidi todn thi ¥ nghia ¢iia van dé o6 thé sdng to dugc.

Trudc hét, ta xét mot "bai todn vé tim toi" Goi 4n 12 x va céc di kiénlaa, b, c.
Thira nhan bii todn nhu da gidi 161, tifc 12 thira nhan cé mot x nao d6 thoa man
diéu kién chia bai todn ; 101 cdch khdc gifta x va «, b, ¢ ¢6 mat hé thic do gia thigt
cia bai todn quy dinh, Pidu thira nhan ddy chi 1a tam thoi (vi k€ ra thi cling vé
hai) va chi ding dé mé& dau Phép phan tich ma thoi. Vi ring néu s§ x né; trén
khong c6 va néu phép phén tich khéng dua ta dén mot cdi gi ca thi cudi ciing nhit
thi€t nd s& dwa ta dén mot baj todn khong c6 101 giai : do d, suy ra rang bai todn
ban ddu ciing khong c6 184 gidl. Nhu vay 1a diéu gia thi€t ciia chiing ta 1a ¢é ich
loi. € khio sdt didu kién ctia bai todn, ta phai quan niém r hodc hinh dung béng
hinh hoc nhiing twong quan quy dinh bdi gia thiét x va a, b, ¢. Lam thé nao dé
quan niém dugc didu dé néu khong gi thiét 1a x tén tai thue sy ? Cudi ciing, gia
thiét cling rat tu nhien. N gudi c6 so ma cdc ¥ nghi va hanh dong d3 duoc bin dén
trén kia (diém 4) da twong tuong minh vugt qua sudi trén mot cay dé : trude khi cg
thé thuc hien duge diéu d6, anh ta d4 xem bai toin nhu "d3 gii dwge",

Muc dich ctia mot "bai todn ching minh" 13 ching minh mét dinh If A nao ds.
Y kign "thira nhan A 12 ding r6i" chi 13 dé cho phép rit ra nhiing hé qua tir dinh If
do, mac du dinh 1f nay chua dugc chimg minh. Né&u vi mot 161 suy nghi hay triét If
riéng clia minh ma khong chiu am diéu d6 thi s& khéng bao gid bt dau duoc mot
phép phan tich nio.

So sdnh v6i muc “hink vé", diém 2.

6 vé khéi niém "phép riit gon thuan nghich”). , v

8. Trong bén cai tien, "phép phan tich cdc bii toin ching minh" duogc giii
thich véi nhitng danh tir khéc hin trong nguyén ban, nhung noi dung thi khong c6
gl thay déi, va lai, chiing t6i cing khong hé ngu y Iam diéu dé. Con vé phép phan
tich "cdc bai todn tim tdi" thi trong ban cai tien né dugc gidi thich cu thé hon 13
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trong nguyén ban ; & day o rang 1a tic gid muén mo ta mot phuong phdp tdng
quat hon, xay dung mot chubi bai todn phu twong duong, nhu ching toi di gial
thich trong muc "bai todn phu", diém 7.

9. Trong rat nhiéu sach hinh hoc so céip, ngudi ta c6 néu lén mot s6 nhan xét
vé phép phan tich, phép téng hop va vé viéc "gia st bai todn di giai xong". Tap
quan do, khong nghi ngd gi nita da c6 tr thoi P4ppuyt, tuy rang khong c6 mot sach
3o x4c nhan 16 rang didu d6. Van dé nay cling kha quan trong dé c6 thé dé cap
dén ngay ca trong céc gido trinh so c#p nhung nhiéu khi bi gidi thich sai 14m.

Mot diéu la 12 ngudi ta chi da dong dén né trong céc sich hinh hoc, dieu d6
ching t& mot sy kém hidu biét chung vé phuong phép nay (xem trén day).

. Néu nhifng diéu binh luan trén day c6 thé gop phin nang cao duge sy hidu biét
d6 thi nhu vay ciing giai thich dwgc tai sao chiing t6i da danh nhiéu thi gid dé phét
trién céc ¥ kién trén.

Trong muc "L{ luan giat 1i", doc gi4 s& fim thdy mot vi du, mot quan diém
khéc v nhitng nhan xét thém vé van dé nay.

Phan ching va ching minh gién tiép

D6 14 hai phwong phdp khdc nhau nhung thudc cling loai. Mudn ching minh
bing phén chitng mot ménh dé nao d6, thi ta tim céch rdt ty ménh dé dé mot didu

2

1 ring 12 vo 1i. D6 1a mot phuong phdp todn hoc twong W nhu 161 trao phing, gidu
cot trong vin chuong. Nha van trao phing c6 mot quan diém ndo d6 rdi cudng
diéu 1én dén miic thanh budn cudi. -

Trong cich ching minh gidn ti€p, ngudi ta thi€t lap sy dung din chia mot
ménh dé nao d6 bing céch ching minh ring ménh dé nguoc lai 1a sai. Ciing tuong
tw nhu muén c6 dong cho mot ting ci vién, ngudi ta tim cdch da kich dich thu cia
ing c vién do. ' ‘

Phan chiing va ching minh gidn ti€p la nhitng phwong phap c6 thé gidp cho
ngudi nghién cu dat duge ket qua. Tréi lai, nhiéu nha triét hoc va hoc sinh c6 4c
cam v6i phuong phdp d6 va diéu d6 ciing khéng c6 gi 1a la : nhing ngudi trao
phiing va nha cé dong khéo 1éo khong thé thoa man moi ngudi dugc. Ta hay minh
hoa bang vi du coéng hiéu cha hai phuong phdp trén rdi sau d6 ta s€ ban dén cdc y
kién chia nhitng ngudi doi 1ap.

1. Chitng minh bdng phdn chiing. Vi€t mot day c4c s6 sao cho téng cta ching
bng 100 vi khi viét méi chit s6 tir 0 dén 9 chi duoc, trimg ¢6 mot l4n thoi.
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Ddu la dit kién ? S6 100. ,

Dau la-diéu kién ? C6 hai phén. Truéc het, mudn viet day s6 phii ding cdc
chts6 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9 va'mdi chit s6 chi ding mot 14n. Sau nifa, téng cic
56 d6 phai bing 100. e

Chi giit lgi moét phén diéu kién, bd qua phdn kia. Ta xét diy s6 19, 28, 37, 46,
50. MO6i chits6 chi xuat hién c6 mot 14n. Nhung di nhién, diéu kién sau khong
dugc tho man, vi téng céc s& d6 12 180 chit khong phai 100. Nhung ta c6 thé 1am
t6t hon. "Thua-keo niy bay keo khac". '

Chinghan: 19 +28 +30+7 +6+5 + 4 =99, |

Diéu kién ddu ciing lai duoc thod min, didu kién sau thi suyt dugc thod man vi
ta c6 99. Ta cling c6 the thod man dé dang diéu kién sau néu bd qua diéu kién ddu :

19+28431+7+6+5+4=100

0] day, chit s6 1 xudt hién hai 14n, con chit s6 0 thi lai khoéng xuit hién. "Thua:
keo nay...". ' ~

Sau nhi€u 1an thir lai vo hiéu, ta ¢6 thé ngd ring khong thé c6 duoc s6 100
bing cdch dé. Bai todn dat ra bay givla: .

Chiing iminh rdng khong thé ddng thoi thod man hai diéu kién dd néu trén.

Ngay nhﬁng hoc sinh gidi cling ¢6 thé cho bai todn nay khé qué. Tuy nhién,
néu tién hanh ding hudng thi 10i gidi ciing khd don gian. Muén vay chi viéc xét
thém nhiing trudng hop trong dé ca hai diéu kién déu dugc thod man, mic di ta da
c6 sy ng¥ vue trénkia. Ta hay tudng twong mot ddy s6'ma téng bing 100. M&i s6
trong ddy gém nhiéu nhat 1a mét chit s§ c6 nghia hay hai chif s6 c6 nghia. C6 tét
ca mudi chit's6 va cdc chit s§ d6 phai khac nhau: Nhung téng clia mudi chit s§ chi
1a 45, vay trong cdc chi s6 d6 phai c6 nhiing chit s6 ¢6 hai chit s6. Goi téng cdc
chif s6 d6 1a t. Ta c6 ngay : '

o 10t + (45— ) = 100
Do dd: ' ‘
i 55
9 .

dieu nay mau thuin v6i gia thiet. Nhu vay, néu xudt phat tir hai diéu kie}n trén thi
ta di dén ‘mau thuin. Diéu mau thuin ndy chicé thé gidi thich 1a do gia thiét ban

dau d sai 14m va c4 hai didu kién khong thé déng thai duoc thod man. '
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Li luan trén day 12 dién hinh ctia ching minh bing phén ching.

9. Chii thich - Ta trd 1ai i Inan trén va tim cach hiéu cdc nét 16n chia 1 luan.

Ta mudn ching to rang khong thé thoi man déng thdi nhiing dicu kién nao dé. . .
Chi bing cach khéo sét céc diéu kién clia gi thi€t ta mdi co thé tim thdy yéu diém
chia nd. Va ta phéi xdc dinh chd yéu diém d6 thi mdi ching minh dugc diéu mong
mudn. Nbu vy, ta thdy 1o rang phuong phdp ma ta d3 st dung vira r6i c6 mot tam
quan trong phd bién : Phai xét trudng hop trong d6 moi diu kién déu dugc thoa
man, tuy ring trudng hop d6 co vé vo 1i.

Mot ban doc ¢ kinh nghiém c6 thé phét hién thém & day mot diéu nita. Diém
m#u chét trong phuong phép cha ching ta 13 thiét 1ap phuong trinh theo #. Nhmg
ta cling c6 thé di dén phuong trinh d6 ma khong hé nghi ngd gi vé diéu kién dat ra.
Mu6n thiét 1ap mot phuong trinh, ta phéi phat bidu theo ngon ngit todn hoc rang .
moi diéu kién déu dugc thoa man, mdc dit chua biét ré nhu vay la ¢6 ding sy that
hay khéng.

Phuong phdp ding khong phu thugc vao hi vong cha ching ta. Ta hi vong
hodc 1a fim ra dugc 4n thoa man didu kién cha bai toan hoic 1a ching minh rang
khong thé thod man dugc cic diéu kién dat ra.

Piéu d6 khong quan trong : Viéc nghién citu trong ca hai trudng hop déu dugc
thoa man va chi dén ldc két thic thi m&i biét duoc hi vong nao 1a ding dan.

So sanh véi muc "Hinh vé" va muc "pappuyt”. Moi phép phan tich két thic
bing sy phi dinh dinh 1i néu ra, hodc di dén ket luan ring "bai todn tim an" khong
c6 nghiém, thyc chat déu 1a phén ching.

3. Chitng minh gidn tiép. Céc s6 nguyén t61:2,3,5, 7, 11,13, 17, 19, 23,
31, 37, ..., m6i s0 nay khong thé phén tich thanh nhiing thira s6 bé hon né va 1dn
hon 1 (diéu kién sau nay loai 56 1 ra vi c6 mot ban chat khdc nén s6 1 khong dugc
xem 13 s6 nguyén t8). Céc s6 nguyén t6 12 nhitng s6 "d4u tién" va moi s6 nguyeén
(16n hon 1) dén c6 thé phan tich thanh thira s§ nguyén t6 dugc.

Ching han :

630=2.3.3.5.7

C6 v s6 nguyén t6 hay khong ? Khéng dinh diéu d6 c6 18 ciing 12 mot dieu tu
nhien. Néu day s6 nguyeén t6 1a hifu han thi t4t c& cdc s6 tu nhién déu c6 thé phan
tich thanh mot s6 hitu han phan tir "ddu tien” va nhu vay thi vl try hod ra "ngheo
nin" qui. Do d6, van dé dit ra 1a chimg minh ¢6 vO s6 s6 nguyén to.

~ Bai todn nay khac rdt nhidu céc bai todn so cdp ma ta thuong gap va thoat
nhin, c6 thé tudng 1a rdt kho. Tuy nhién, nhy ta vira néi, hinh nhu cting khoé 10ng
ma c¢é dugc mot s6 nguyén t6 cudi cing, P chang han. Tai sao ?
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ung, Khi d6 ta c6 thé viét ra toan bo
higt nay c6 vé vo 11 ? C6 gi sai ?

Ta gid s c6 mot s8 nguyen SR
ddy 86 nguyén t6 : 2,3,5,7,11,.
C6 vita c6 thé 1ap ra s6 : , ! SR
0=(2.3.5.7.11. . py+1 - | |
S6 Q nay 16n hon P nén theo gia thiét khong phai 1a s6 nguyén t6. Vay Q phai

chia hét cho mot s6 nguyen t6. Nhung tat ca cdc s6 nguyén t6 ma taco lai chinh]a

cacs61,2,3,5, ..., P. M chia cho bét cit s6 nio trong cdc s6 nay thi ta cling c6
s6 dula 1 ; vay Q khong chia hét cho s6 nio cd. Ta gip mot didu sai 14m 13 rang ;
O phai hodc 12 mot s6 nguyén t6, hodc phai chia hét cho mot s6 nguyén t8. Xuit
phat tr gid thigt cé mot s6 nguyen t6 cudi cling P, ta di dén mot diéu vé 1. Gidi
thich thé n&o ? Chinh 12 vi gid thiét ddu tien cla ta saj - khong ¢ s6 nguyen to P
cudi cling. Nhu vay, ta da ching minh duoc 12 ¢é v6 s§ s6 nguyén te.
Cich ching minh trén day thudc loai gidn tiép (d6 cling 13 mot céch chiing
minh ndi tiéng cla chinh Oclit (xem Menh dé 20, quyén IX, tap Nguyen Ii).
Chiing ta da ching minh dinh If bang cach phil dinh dinh If nguge lai. Nhu
vay, ching ta da phéi hop:cdch chiing minh gidn tiép va cich chitng minh bing
phan ching. . |
4. Phdn doi. Cdc phuong phdp mi ta vira trinh bay trén day da védp phéi nhiéu
- su phan dsi ddng k& ; tat ca céc ¥ kién phén d6i déu 12 bién tuéng clia mot ¥ kién
- co bén. Chiing t6i trinh bay & day mot dang thudng giip cia y kién phan dsi do.
Tim dugc mot cach ching minh da 14 mot thanh cong 16n cha trf 6¢, nhung
hiu né tudng tan con doi hai mot sir ¢6 gang nao d6. L& tu nhién, do sut cO géng
- d6 dwa dén mot 1oi ich thist thuc, nghia 1a mu6n ring nhiing diéu lvu Iai trong tri
nhd cia chiing ta 13 nhiing céi ding, chit khong phdi nhitng c4i sai hay vo 1.
Nhung c6 1€ ciing khé ma it ra mot diéu diing khi dung cach phén chiing.
Noi dung phuong phap nay 1a xuat phat tix mot gia thiét sai r6i riit ra nhiing hé qua
16gic nhung cling sai nét, véi mot c4i sai ngdy cang hién nhién dé cudi cing di dén
~mat gia thiét hién nhién 13 sai. D€ khoi ban trf vi mot loat nhitng diéu sai 14m, thi
cudi cling ta nén quén t4t ca, quén cang nhanh cang t6t, ma diéu d6 khong phai dé
Vi trong qu4 trinh chiing minh ta d3 phai nhé tudng tan timg chi tiét méi. -
Bay gio, ta phat trién vin tit cau phan d6i thong thudng ds6i véi cach chimg
minh gian tiép : "Khi chi ¥ nghe mot cich ching minh nhu vay, ta phai luén luon

tap trung tu tudng vao mot gia thiét sai ma sau d6 ta phéi quén ngay, cht khong

phai vao mot dinh If diing ma ta phai nhé".
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D& dénh gid ding dén diéu phén d6i do, ta phai phén biét hai céch st dung
phuong phép phén ching : hoic nhu mot cong cu nghién citu, hodc nhu moét cong

" cu trinh bay ; d6i véi cach chiing minh gidn ti€p, ta cling cdn phén biét nhu vay.
Ciing phéi cong nhan rang, phan ching khong phai 12 mot phuong phép that 6ot

dé trinh by mot cach gidi, cdch chimg minh dé c6 thé trd thanh ning nhoc cho ngudi
doc hay ngudi nghe. Méc di moi 1f luan déu ding d#n, nhung tat ca cdc tinh hinh néu
1én déu vo 1i. Chi néi rieng cach dién t3, néu luon ludn phai nhéc lai chi mot diéu, thi
ngudi nghe rdt d& chan ; nhiing cau nhu "theo gia thiét", "nhu ta da gia sir tir dau"...
phai dugc nhéc di nhéc lai luon. Mot mit ta phai quén cac dién ddnéu ra, vidé 1a vo i,
phung mat khéc ta phai nhé cdc diéu d6 vi ching 1a co s& chia 1i Tuan tiép theo va di€u
mau thudin bén trong d6 cudi cling c6 thé trd thanh rat khé chiu.

Nhimg dit sao thi ta ciing khong thé khong ding dén céch phan ching 1am
mot cong cu nghién ctiu. Ngay trong céc vi du trén, ta cling da thdy rang v6i no ta
dd dat duoc mot k&t qua ma tdt cd cdc phuong phip khédc déu bo tay. '

Tém lai, d6i véi cdc nha todn hoc cb kinh nghiém thi khong ¢6 méu thuén co

_ ban giita hai cdch chimg minh. Kinh nghiém cho biét ring thong thudng cling dé

bign mot céch chiing minh gidn ti€p thanh chiing minh tryc ti€p, hay trinh bay mot
diéu phan ching duéi mét dang nhe nhang hon, trong d6 cdch phéan chimg c6 thé
hoan toin bién mat. N6i mot cich vén tit, n€u ta mudn khai thic cdc kha néng cua
minh dén muc t6i da, thi ta phai 1am quen véi cdch phan ching cling nhu céch
chiing minh gi4n tiép. Tuy nhién, mot khi da dat ket qua bing cich nay hay cich
khéc, bao gid ta cling nén xét lai 15 giéi va tu hdi : "C6 cdch nao khdc d€ tim két
qud ndy khong ?". '
Ta hay xét mot vi du :

5. Trinh bay phuong phdp phdn chiing mot cdch khac. Ta trdy lai i luan & diém 1.
Phueng phdp phan ching xudt phét tr mot tinh hinh ma cuéi cting phai chi ra 12
vo 1. Tuy nhién, ta cit 1dy phén cta If luan doc 1ap d6i véi gia thiét sai ban dau va -
c6 chita nhitng tién dé ding. Tro lai bai todn trén ia, ta c6 thé nhan thdy mot yéu
t6 quan trong ma yéu to nay chic chin 1a ding : néu mot ddy nhiing s6 gom mot
hay hai chit s6 dugc viét thé nao d€ mdi chit s6 chi xudt hién mot 14n thi tdng cic
s6 d6 phai c6 dang :

10t + (45 =) =9(t + 5)

Vay téng d6 phai chia hét cho 9. Nhung bai todn bugc téng d6 phai 1a 100.
Diéu d6 c6 thé duoc khong ? Khong, vi 100 khong chia hét cho 9. '

Nhu vay, cdi phuong phdp phéan ching da dan ta dén lap luan vira 161, bay gi¥
d3 bién mat hoan toan trong céch trinh bay méi chia ching minh.
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-,.~Nhan tién, ta dé ¥ ring chi diin

thdy ngay toan bo 1 luéu}; o

6. Bién dsi cach chitiig miik Bidnitiep: Ta ﬁ‘of lai 1 luan-¢ diém 3. O day ta co
thé thdy duge mot loat nhiing lap luén doc-1ap dsi voibit ci gia thiét sai nao ; tuy

nhién, d€ dugc t6t hon, ta 58 khio sit lai ¥ nghia cia ban than baj todn ban diu.

Khi ta khing dinh 12 c6 vo s6 nguyén & thi diéu dé c6 v nghia gi ? RG rang 1a :
dau ddy s6 nguyén t& kéo“dii bao nhiéu chang nita, nhu 2, 3, 5, 7, 11, ..., P, trong
d6 12 s6 nguyen t6 cui cling ctia ddy thi vin con mot s6 tu nhién khic. Nhu vay,
lam the nao d€ ching minh ring ddy s6 nguyén t6 d6 khong bao gid két thiic ? RG
rang, bang cdch tim ra mot s6 nguyén t6 khic moi 6 cha day v bai toan "ching
minh" bay git dugc dua vé& mot bai todn "tim &n" : "Biét cde s&' nguyén t6°2, 3, 5,
ooy P, i mot $6 nguyén t6'méi N khde tdt cd cée 86 nguyén té'da cho".

Phit bi€u dugc bai todn ban ddu dusi dang niy, ta da budc mot bude quyét
dinh. Va bay gid ta ciing d& thay la phai 1am thé nao d€ sit dung cdc phan chil y&u
‘ctia If luan trude dé dat dugc két qua mdi. That vay, s : '

O0=2x3x5x7x11 X..xP)y+1
ro rang chia hét cho mot s6 nguyén t6. Ta hdy 1dy N 12 mot s6 nguyén t6 bat ki va
Ja udc ctia Q (chang han uéc bé nhat). Di nhién, néu Q 1a mot s6 nguyeén t6 thi N = Q.
'R& rang 12 néu chia Q cho bat ki s6 nio trong cac s62, 3,5, ..., P, thicé soduli 1.
- Do d6, khong c6 s6 nao trong day dé chia hét cho Q. Nhung dé 1a didu ta cdn
chimg minh : N 12 mot s6 nguyen t6, khic véi moi s6 nguyén t6 thudc day trén.

Cédch chitng minh trén cho ta mot phuong phdp 16 rang dé kéo dai vo han day
s6 nguyén t6. Phuong phdp nay khong c6 gi 1a gidn tigp c4 vi & day ta khéng cn
x€ét dén nhing trudng hop khong thé x4y ra. Nhung thuc ra, cich ching minh nay
ddng nhét véi cach chitng minh gian ti€p trén kia.

Phan biét cac phdn cia gia thist

Trudc hét phéi hiéu bai todn. Khi di hiéu bai todn mot céch bao quat, ta di vao
chi i€t va phan biét nhitng phdn khdc nhau, 4n s6, dit kién, gia thi€t va nghién ciu
1an luot céc phan nay. Lam xong diéu d6 thi c4c y&u t6 néi trén tr& nén 15 Ting
trong y nghi, nhung ta chua c6 mot ¥ ki€n ndo bd ich. Khi dé ta phai di sau hon
nta vao timg chi ti€t va khio sat ban than méi dit kien mot. Tém lai, khi da hiéu
gid thi€t mot cdch tdng quat, ta phai phdn biét cac phdn cia gid thiét va khao sat
riéng 1€ mbi phan do. ‘ '
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Dén day, ta thdy rd tdm quan trong clia viéc goi ¥, nhim kich thich mét dong
t4c tinh thin d& dua dén mot quan niém 10 rang vé bai todn bang cdch di sau hon -
nita vAo chi tiét. Xem muc : Phdn tich va t8 hop lai bai todn. S

Phdn biét cdc phdn khde nhau cia gid thiét va ¢d gdng dién td ching. Chiing
ta thuomg c6 dip ty dat cau hoi d6 khi ta dar phicong trinh. S

Phan chia va t8 hop lai bdi todn

D6 12 hai dong téc quan trong cla tri oc.

Gia str, ban dang chid y quan sdt mot doi tugng : mot c4i nha ma ban mudn
thué, mot bic dién quan trong nhung lai t6i nghia, mot dung cy ma ban muén biét
cong dung va cdch slt dung, hay mot bii todn mi ban muén gidi. Ban xem doi
tuong nhu mot thé thong nhat, nhung cAm gidc d6 c6 1€ khong dugc 10 rang 1am.
Mot chi tiét nao d6 dap vao mét ban 1am ban chd . Réi ban lai tap trung vao mot
chi tiét khdc, r6i mot chi tiét khéc nita. R4t nhiéu cdc chi tiét hién ra, 16 hop lai véi
nhau va mot lic sau ban cling nhin lai d6i tuong nhu mot thé théng nhat, nhung
bay gids lai nhin thdy n6é mot cach khdc. Ban da phéan chia cdi toan thé ra nhiéu
phn, rdi t6 hop céc phén d6 lai thanh mot céi toan thé {t nhiéu c6 khdc trudc.

1. N&u di vio chi tiét thi cé thé bi ngap vao ddy. Nhing chi ti€t qua nhiéu hay
qud nhd mon 1am cin trd ¥ nghi, khong cho tap trung ddy di vao diém céan ban,
tham chi khéng cho nhin thdy diém can ban. D6 12 trudng hgp clia mot ngudi chi
thiy cay ma khong théy rtmg.

Ta khong nén mat thi gi¢ vao nhing chi tigt khong cén thiét va phéi dé danh
thoi gian vao di€u can ban. C4i khé & day 13 chua thé néi truée chi ti€t nao 1a c6
ich v chi tiét ndo 12 phit phiém. ‘

Do d6, truc hét phai hiéu bai todn mot céch tong thé. Khi da hiéu ro thi ta dé
¢ diéu kién hon dé xét xem nhiing diém chi ti€t ndo 12 can ban. Khi dd nghién
ctu céc diém nay (c6 1€ cling chi 1a mdt s6 it) thi ta lai cang c¢6 di€u kién hon dé

x4c dinh xem trong s6 nhiing chi tiét con lai, c4i ndo cin phai khéo sit chit ché.

Ta phai nghién ctu that sat va phan chia bai todn timg budc va chi ¥ khong di qué
xa khi chua cén thiét. .

L& di nhién ong thiy khong thé ddi hoi hoc sinh minh phéi thong thao vé diém
nay ; trai lai, c6 nhiéu hoc sinh c6 théi quen kho dai 1a dot kich ngay vao cac chi
ti&t trude khi hiéu bai todn vé toan bo.

2. Bay gid ta xét nhilmg bai todn vé tim toi. Khi bai toan da duoc hiéu trén toan
bo, khi ta d tim dugc muc dich, ¥ chit dao thi phai di vao chi tiét. Bit dau tir dau ?
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Trong héau hét cdc trudong he
&n s6, cdc dit kién, ¢
ddu la dit kién, diéi kién gom

D1 sau vao chi ti€t ho, ta phéi Jam gi ? Thudng thudng ta nén xét ban than méi
dit kién, phan biét cdc y&u t6 khdc nhau chia didit kien va khao sat tiing y€u t6 mot.

Ddc biét, n€u bai todn khd khé khin thi déi khi can thiet phai thuc hién xa hon
nifa viéc phan chia va khao sat cdc chi tiét nhd hon nita. Chéng han, cé thé cén
thi€t phdi trd lai dinh nghia ctia mot s6 danh tir, dua vio va xét nhiing y&u t6 méi
bao ham trong dinh nghia. ’

3. Sau khi da phan chia bai todn, ta c§ ging t8 hop lai mot céch khéc céc yéu
t6 ctia nd. Chéng han, ta ¢6 thé fim cich tao nén mot bai todn mdi, dé hon ma
trong trudng hop cén thiét, ta c¢6 thé ding nhu mot bai todn phu.

Di nhién, ta c6 nhi€u cdch dé 8 hop lai mot bai toan. Pac biét véi céc bai todn
kho, ta cé thé c6 nhitng cdch t6 hop rieng biét, doc ddo v ta ¢6 thé nhin thay kha
nang ctia ngudi giai todn qua céc t8 hop déc déo ctia ho. Tuy nhién, ciing cé mat
s6 t6 hgp dién hinh, thong dung, twong dsi don gidn va ciing di ding trong trudng
hgp cdc bai todn it phitc tap. Nhiing céch t6 hop dé ta cdn bist 15 va trude hét nén
tim cdch sl dung chiing d8, néu khong dugc hay nh¢ dén nhitng phuong tién it
hién nhién hon.

Sau day, chiing t6i phén loai theo hinh thitc cdc cich t§ hop thong dung nhat.
Muén bién déi bai toan dd cho thanh mot bai todn khdc, ta ¢ thé :

1) Gir nguyen 4n va thay déi cdc y&u khic (dit kien va gia thi€t) -

2) Gitt nguyén cdc.dit kién va thay déi cdc y&u t6 khac (4n va gia thigt) :

3) Thay déi c4 4n 14n céc dit.kien.

4) Ta s& khao sit cdc trudng hop nay.

Céc trudng hop 1) va 2) c6 phdn nao dim lén nhau. That vy, ta c6 thé giit
nguyén cdc 4n, cdc dit kién va bién ddi dugc bai todn bing céch chi thay ddi gia
thi€t. Chéng han, hai bi t64n sau day, tuy 0 rang ]a tuong duong, nhung khong
phai 1a mot. _ o

Dung mot tam gidc déu canh, bigt mot canh.

Dung mot tam gidc déu géc, biét mot canh. -

Mot su khédc nhau theo kiéu trén giita hai ménh d¢€ trong trudng hop hién tai
thl rdt nhd, nhung trong nhiéu trudng hop khac thi ¢6 thé 12 can ban. Cic trudng
hop nay vé mot phuong dieén nio dé cling rét quan trong, nhung vi thi€u chd neén
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ching to6i khong néi dén & day. So sanh véi muc cdc bai todn phi, diém 7, chd
thich cudi cung. ‘ : ' _

4. Nhidu khi dé bién déi bai todn, ta nén giit nguyén dn ma thay déi cdc dit -
kién va gi thiét. Cau goi y "Hay xét ki c4i chua biét" khuyén ta nén so sdnh céc
bii todn ¢6 chung mot 4n. Ta c6 thé thir nhé lai mot bai todn cung loai da giai réi
VA thut nhin lai mét bai todn quen thuge ¢6 cing dn hay ¢6 mot dn nong fir, Neu
khong tim dugc mot bai todn nhu vay thi hay c6 ging ma dit ra : C6 thé ddt ra
nhitng dit kién khdc dé tir d6 xdc dinh ditoe dn hay khéng ?

N

Mot bai todn méi cang lién quan chit ché véi bai todn da cho thi cang ¢
nhiéu kha nang gidp ich. Vi vay, khi gilt nguyén 4n, ta c6 ging gilt nguyén mot sO

N

dir kién va mot s6 y&u t0 cha gia thiét va chi thay ddi cang it cang t6t — mot vai dit
kién vi mot s6 it yéu & cia gid thiét. Mot phuong phdp hay 1a : khong dé v dén
mot s6 diém, nhung cling khong them gi vao, giff nguyén an, chi giit mot phdn cila
gid thiét, bd quu phdn con lgi, nhung khong dua thém diéu kién hay dir kién méi.
& cac didm 7 va 8, ta s& gap nhimg vi du va 101 ban vé van dé nay.

5. Trong lic giit nguyén cdc di kién ta co thé thir dua vao mot 4n mdi, cé ich
vi dé fim dugc hon, 4n nay phai tim dugc tir cdc di kién ban ddu. Khi ta ddt cau
hoi : "ty cde dit kién ¢é thé rit ra mot yéu t6 6 ich hay khéng ?" thi chinh 1a ta
nghi dén mot 4n thuoc loai néi trén.

Ta dé ¥ ring, & day co hai diéu kién quan trong trude hét, 4n mdi phai dé tim
hon 4n ci, thit nhi né phai 6 ich, nghia 1a'n6 co thé gitp cho viéc tim 4n cla bai
todn ban ddu. N6 ciing nhur hon dé ngudi ta dit gilta su61. Hon d4 do6 gén ta hon la
b bén kia va néu dat chan 1én d6 dugc thi ta ¢6 thé budc sang by bén kia.

Nhu vay, 4n taéi phai d& tim v& c6 ich ; nhung trong thuc t€ nhiéu khi ta
khong nén khat khe nhu vay ma .cé khi phai ¢d ging tim thir tit ca nhiing gi o thé
¢ ich, ¢ khi cfing nén thlr tim mot 4n c6 lién hée mat thi€t véi 4n cii du rang lic
diu n6 khong c6 vé gi 1a dé tim 1am.

Chéng han, néu ta phai tim dudng chéo ctia mot hinh hop (nhu & diém 8) ta c6
thé 14y 4n méi 1a dudng chéo clia mot mat. Nguyén nhén chia cdch chon dé 13,
hodc ta biét ring néu tim dugc duong chéo clia mot mat thi ¢6 thé tim duge duong
chéo ctia hinh hop (nhu & diém 10) ; hodc ta nghi ring c6 thé tim dé dang dudng
chéo ciia mot mat va ta ngd ring né c6 thé gidp ta tim dudng chéo ctia ¢6 thé (so
sdnh véi muc : "Anh ¢d dang hét moi dit kién cho trude chita 2"

Néu bai todn ciia ta 1a dung mot vong tron thi diéu phai im Ia tam va bén kinh ;
ta c6 (hé néi mot bai todn nhu vay gom hai phan. C6 khi phan nay lai dé im hon
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phan kia. Vi vay, trong m thé gidi mot phdn
bai todn hay khéng ?". Khy: 6 1é)
riéng tdm di€ém — hay ban kinh — va chon
cau hoi nhu vay nhiéu khi rat bg ich. Trong céc bai todn phitc tap hon hay trong
todn hoc cao cdp, diéu quyét dinh 12 bist phan biét va giai rieng mot phén ciia bai
todn, d€ hon phan con lai, nhung lai 12 phén cin ban.

6. Khi thuy déi cd dn va cd dii ki¢n, thi ta cang di xa ra khoi con dudng ban
ddu, diéu d6 di nhién ta c6 thé cho 1a khong nén ; ma qua that, ta cém thay 12 1am
nhu vay thi cé thé quén mat bai toan ban diu. Tuy vay, ta cé thé bét buoc phai 1am
nhu vay vi céc phép bign déi thong thudng khic khong dua dén mot 4n dé tim hay
cd fch. Tham chi ta c6 thé di rat xa khai bai todn ban dau néu cé ddy du Ii do 12 bai
todn méi s& dwa dén két qua.

Tu 6 thé' thay déi dn hay cdc dit kién, hay cd hai néu cdn thiét dé cho dn méi
va cde dit kién méi gan nhau hon khéng ?

Mot phuong phdp hay dé bién déi vira 4n vira cic dit kién Ia : thay 4n bing
mot trong cc dif kién va nguge lai (xem muc : C§ thé sir dung két qud tim dioc
khoéng ? diém 3). ’

7. Vi du : Dung moét tam gldc, bigt.mot canh a, chiéu cao A thang géc véi ava
goc o d6i véi canh «.

Ddu [a dn ? Mot tam gidc.

Ddu la dit ki¢n ? Hai chiéu dai a, h va mot A
gbc cc. A
Neéu ta c6 it nhiéu kinh nghiém vé todn dung 7 RN
~ S 2 . . 4 RS A .a AN
hinh thi ta thir dua loai bai todn nay vé viec dung 7 \
mot diém. Ta vach mét doan BC bang canh « da B’ ) \C

cho ; khi d6 chi con phai x4c dinh dinh A ciia tam
gidc, d6i dién v6i « (hinh 23).

i ) Hinh 23
Thuyc t€, ta c6 mot bai todn méi. '

BDdula dn ? Piém A.

Ddu la dit ki¢n ? Mot chiéu dai A, mot goc o va hai diém B va C ¢6 vi tri.

cho trudc. _
Ddu la gid thiét ? Khoang cdch tir di€m A dén dudng thang BC phai bing k va
BAC = .

’
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Nhu vay 13 ta da bién di bai todn bing céch thay déi ca an va di kién : An
mdi 12 mot diém, &n cii 1a mot tam gidc. Mot s dit kién trong hai trudng hgp vin
gilt nguyén, chiéu dai A va gbc oc, nhung trong bai todn ban ddu ta c6 mot chiéu .
dii «, con bay gids thi c6 hai diém B va C. '

Bai todn méi khong khé. Cau goi ¥ sau day dua ta dén sat 151 gidi.

Phan biét cdc phdn khdc nhau clia gid thiét. Gid thiét gom hal phén, mot phan
thudc vé chiéu dai h, phén kia vé gbc oc. Dinh chua bi€t phai :

1) Nim céch dudng thang BC mot khoang 4 ;

2) La dinh ctia mot goc bing o va cb cdc canh qua B vaC.

Néu tu chi giit mot phdn clla gid thiét va bo qua phdn sau, thi diém phai fim
chua duge hoan toan xéc dinh. Qué vay, co rit phiéu diém c6 thé thod man phan
d4u chia gia thiét, cu thé 1a cdc diém nim trén duong thing song song véi BC va
cdch n6 mot khoang 1a h. Pudng thang song song do 14 quy tich cédc diém thod
mian diéu kien ddu cha gi thiét. Ta lai biét ring, qu¥ tich céc diém thod man diéu
kién sau 1a cung vong tron qua B va C. Khi da x4c dinh dugc hai qu¥ tich do thi
giao diém cha chiing 1a diém phai tim.

Qud trinh trén day c6 phin nao b ich. Mubn gii cdc bai todn vé dung hinh, ta
thudmg dung céch 1i luan dé - dua bai toan vé viéc dung mot diém va dung diém dd
nhu 12 giao diém cha hai quy tich.

Nhung trong qud trinh trén.co mot giai doan cd ¥ nghia téng quat : muén giai
14t & céc "bai todn vé tim tdi" ta co thé 4p dung phuong phép : Chi giit mgt phan
gid thiét, bé qua phdn kia. Lam nhu vay ta "gidm nhe" diéu kién chia bai todn, ta

han ché 4n it hon. Khi d& dn duoc xdc dinh trong ching muc ndo va c6 thé thay

déi nhuw thé ndo ? Dat cau hoi d6 thie chat c6 nghia 12 dat mot bai todn mdi. Néu
4n 12 mot diém trong mat phéng (nhu trong vi du trén) thi cdch gidi bai todn mai
nay 1a x4c dinh qu¥ tich ctia 4iém d6. Néu 4n thudc mot loai d6i tugng todn hoc
khic (ching han 1a mot hinh vuong & muc 18), thi ta phai bi€t mo ta diing dan, biét
dac tring mot cdch chinh x4c mot nhém déi tugng. Ngay ¢4 khi néu 4n khong phai
]2 mot d6i tuong todn hoc (nhu trong vi du sau day — diém 8) thi cling nén nghién
citu, dic trung, mo ta hay liét ké ra danh séch cic d6i tuong c6 thé thod man mot
phéin c4c diéu kién ctia 4n. ' :

8. Vi du : Trong mot bai todn vé d6 chit, ngudi ta hoi tir gl gdm c6 nam chit va
chi mot bo phan méy c6 thé quay theo hai chiéu ?

Pdu la dn ? Mot tu.
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Ddu la gid thiét ? (phai thg 8u k T
{1a mot ti chuyén mon’y;

-mOt-bo phén clia may. N6 c6
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rang clia gia thigt® thi chéc chin i chua dii. Rat nhidu tir c6 thé thod min diéu

kién d6 : écoru, bielo...

Gid thiét dugc phdt bidy mot cdch mo hé (véi dung ¥, tdt nhién). Néu trong -

mot mdy khong ¢6 mot bo phéan nao cé thé hoat dong "theo hai chiéu” thi ta c6 thé
nghi ring ngudi ta mudn néi "doc theo hai chiéu". Gidi thich diéu bf 4n nhu the ké
cling hay va ta hay di su vio cich giai thich dé.

Hay phdn biét cdc phdn khie nhau cio gict thiét. Gid thiét gém hai phén, mot
phén vé ¥ nghia cta tir, mot phén vé chinh ta cla tir. Tir phai m la:

1) Mot tir ngan chi mét bo phan mady.

2) Mot tir ndm chit ma néu doc ngugc lai thi cling lai chi mot-bé phin mdy.

Néu tu chi giit lui mot phin cia gid thiét va bo qua phdn ki, thi 4n khéng
dugc xdc dinh hoan toan. Rat nhiéu tir thod man diéu kién ban dau, ta c6 mot loai
"quy tich". Ta c6 thé "mo ta" quy tich d6, "theo ddi" né cho dén "gido diém" vdi
"quy tich” cha diéu kién thit hai. Y nghi tw nhién 12 bam vao diéu kién ddu, nhé lai
cdc tir cé ding nghia doi hoi va x€t timg tr mot xem 06 cé thé doc theo hai chiéu
‘hay khong. C6 thé ta phai thir nhidu tir trude khi um dugc tir ddng écoru, bielo, ...

131 ! - o 3‘
... "Rotor", diing rox( ’

cich t8 hop mot s6 y&u t§ ciia bai ton cii, N&u ta lam xudt hign khong phai mot
ma 14 hai hay nhiéu bai todn méi thi céc khd nang clia chiing ta lai ting thém ; ta
nén ghi lai ma khong cén phéi phan loai. - S

9. O diém 3 ta da phan loai cdc kh ning dé c6 dugc mot bai todn méi bing

Cling c6 thé c6 nhiing kha nang khdc nita. Dic biet 15 gidi mot bai todn "tim

4n" ¢6 thé phu thudc vao viéc giai mot bai todn “ching minh". Chiing t6i chi néu’

lén kha nang dé thoi, chit khong néi gi them nita vi khong c6 ché trong ti lieu
nho nay. ' '

10. V€ céc "bai todn ching minh", ching t6i chi néu thém mot vai chd thich vén.
tat, ké ra ciing tuong tw nhur cdc diéu binh luan trén vé cic baj todn "tim 4n" (2 dén 9), N

(1) D€ cho thich hop, chiing t6i ¢6 siza 457 mét vai chi 1iét nhd (N.D)
(2) "phdn & rang"” cia §id thiét lar : "trong mot mdy" va “ndm chit’ (N.D)

(3) Chit "rotor” dich ra tiéng Viét Ia "phén quay”, hay rété. Tuy nhién, dé cau dé ¢é ¥y nghta,

ching 61 viét nguyén vin ti€ng Anh.
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Mot khi da hiéu bai todn nay vé dai thé, néi chung ta phai xét cdc phén chinh dé
]a gia thiét va ket ludn ctia dinh If. Ta phai hiéu that 1o rang cac dieu : "Ddu la gid
thiét ? Pau la két ludn ?". Néu phai x€t cac diém chi tiét hon thi ta phai phan biét
nhitng yéu t¢ khdc nhau cha gia thiét va xét ban than méi yéu t6 do. Sau do, ta c6
thé khao sét cdc chi tiét khéc va nhu vy x(c tién tng budc viéc phan chia bai todn.

Sau khi da phan chia bai todn, ta hay thir td hop lai mot c4ch khdc, ching han
{am thé no dé tao ra mot dinh I mdi. C6 thé x4y ra ba trudng hop.

1) Ta c6 thé gitt két lugn va thay a8i gid thict. Trude hey; ta thit nhé lai mot
dinh If ciing loai : "Hay khio sdt két ludn va that tim mot dinh 1i quen thudc ¢6
eing két Iugn hay ¢6 ket ludn nong . Neu khong nhé duge thi ta c6 thé thir dét
ra mot dinh 1f nhu vay : o6 thé 1im dutge mot gid thiét khde, Hy dé rit ra dige két
[udn trén ? Ta co thé thay d6i gia thigt bang cach bd qua mot y&u t6 ctia nd chi
gift mgt phdn gid thigt, bS quu phdn kia ; két ludn con 6 gid tri hay khéng ?

2) Gift gia thiét va thay déi két ludn. T gid thiét 6 thé it ra dicge mot diéu gl
céich? A

3) Thay d8i ca gid thi€t lan két luan. Néu chi thay déi mot cdi ma khong cb
két qua thi cang nén thir thay d6i cA hai - ¢6 thé huy khong thé thay ddi gid thiét
hay két lugn, hay cd hai w6 cdn thiét dé duu gid thiét mdi va két luan méi lai gan
nhau hon khong ?

O day, ching toi khong dit vén dé phan loai céc trudng hop ¢6 thé cé dugc khi
chiing ta dua vio cdc bai todn méi hay khi ching ta lien hé mot bai todn ching
iminh véi mot bai todn "fim 4n" thich hop. -

Quy#t tam, hi vong, thanh cong

Pimg tudng ring giai mot bai toén chi 1a mot cong viéc hoan toan cha trf 6c¢ ;
& day, sy quyét tam dong mot vai trd quan trong. Néu khong c6 nhiét tinh thi-chi
c6 thé gidng trong 16p hoc mot c4ch budn té. Nhung mudn giai quyét mot van dé
khoa hoc ding dén, cin ¢ nght luc dé lao dong lau dai, gian kho dé vugt qua
nhiing thdt vong chua cay. _ '

1. Su quyél tam cting phy thuoc vio ché ta hi vong hay thdt vong. Khi ta nghi
12 da gén dat dugc muc dich thi ta d& kién nhén hon, nhung néu gap mot kho khan
i ta chua nhin thdy hudéng gial quyét thi that 1a gay go. Ta rit vui mimg khi thay
nhitng du kién cla ta la ding, ta dé chén néan Kkhi con dudng ma ta dang di mot
céch tin twdng thinh linh bi chin ngang : ta dao dong.

"Khong cén phai hi vong méi khoi cong, khong cén phai thanh céng méi kién
nhin". D6 12 nghi lyc s&t dd, do 14 vinh dy va nhiém vu cha con ngudi bigt phung’
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sumot If tudng cao quy. Tuy nhi%%"' 61 véi ngudi lam kho ¢ thi khénghan nhu
the, ma phai cdn c6 mot hi vong fag dé thi méi khéi cong’ “¢htit thinh Cong k

nao dé thi méi ti€p tuc. Trong ¢0ng tic khoa ho cdn c6 mot sy can nhic gita su
kién nhan va trién vong ctia van dé. Neu.maot 0d6 mi chura td ra c6 bé
fch thi ta chua nén dé cap dén VOi hen 16n lao thi ta hien -

;. D8u nd cé nhiéu hua
déng tat ca tam sic. Khi ta da tu dlat‘cho minh mot muc tiéu phan dau thi ta dimg
101 bd muc ticu ds, nhung déng théri'cﬁng khong nén 1am ric r6i van dé khi khong -
cdn thigt. Ta khong coi thudng nhitng két qua nho, trdi lai : néu ban chuu gidi dupe |
bai toan ddt ra thi tride hét iim cach gidi mét bai todn ¢6 lisn quan. ‘

2. Khi mot hoc sinh pham mot sai lam nghiém trong va khi anh ta té ra qué u
cham chap thi thudng 12 do cung mot nguyén nhan : anh ta khéng hé c6 ¥ mudn
giai quyét bai todn, anh ta khéng muén hiéu bai toin mot cdch ding ddn va tat
nhién khéong hidu duge, Vi vay, ngudi thiy gido mudn thuc sy gitip d& hoc sinh thi
trude hét phai khéu goi trf to mo, 10ng higu hoc ctia hoc sinh va phai trayén cho ho
16ng ham muén dat duoc ket qua. Ciing phai cho HQC sinh mot thdi gian nao dé dé
suy nghi, sau thai gian dé ¢6 thé hoc sinh s& ¢4 duge sy quygt tam lam viec.

Gidi cdc bai todn 1 mot trudng hoc nghj luc, khi gidi cdc bai todn khé, ngudi
hoc sinh tap kién tri mac du thét bai, bist quy nhiing budc tién nhé, bist tim dau 1a
¥ chinh, biét tap trung tdt cd khd nang suy nghi. Néu & trudng, ngudi hoc sinh chua
c6 dip dé 1am quen véGi nhitng cdm xic khic nhau ndy sinh trong khi c6 ging giai
bai todn thi nhu vay 12 cong viée gido duc todn hoc d3 that bai vé can ban.

Quy nap va quy nap todn hoc

Quy nap la mot qua trinh nhén thic nhimg quy luaf chung bing cdch quan sdt
va so sénh nhiing trudng hop rigng. N6 dugc diing trong cdc khoa hoc va ¢4 toin
hoc. Con nhu quy nap todn hoc thi chi diing trong todn hoc dé chiing minh mot
loai dinh If nao dé. That khéng may & ché hai tén goi lai lién quan véi nhau, vi
rang giita hai phwong phdp nay hiu nhy khong c¢6 mot lien hé légic nio. _Tuy
nhién, cling c6 mot lien he¢ thuc t€ vi ngui ta thudng dong thoi ding hai phuong
phéap d6. _

Ta minh hoa c3 hai phuong phép dé bang vi du sau : .

1. M6t cdch ngdu nhien, ta c6 thé nhan xét ring v€ trdi ca dang thirc ;-
1+8+27+64=100 gom nhing lap-phuong ciia cac s6 tu nhién lién ti€p, con vé&"
phai 12 mot binh phuong. Tir d6 ta c6 thé viet dang thitc du6i dang sau -

13+23+33~1-43:102
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Khi dé ta c6 thé ty hdi 12 téng nhiing 1ap phuong cdc s tu nhién lién ti€p cd
{uon luén 12 mot binh phuong khong. S '

pat cau hoi do, ta gidng nhu mot nha tu nhién hoc sau khi da nhan xét mot. -
Joai céy hay mot su cdu tao dia chét dic biét, da dé ra van dé tdng quat. Cad hoi
tdng quat cha ta lién quan t6i tdng cac lap phuong lién ti€p.

) 13+23+33+...+n3

Chiing ta nhd truong hop rieng n =4 ma di td1 de.

Ta c6 thé 1am gi dé tra 131 cau hoi téng quét 6 ? Ta s€ lam nhu nhi ty nhién
hoc, titc 1a tim nhing truomg hop riéng khac.

Néu =2 hay 3 thi lai cang don gian hon.

Néu n = 5, ta di t6i trudng hop sau -

Dé duoc lien tiép va ddy di, ta thém ca truong hopn = 1.

1=1=1

1+8=9=3"

| +8+27=36=6"

| 48427 +64=100=10"

| +8+27+64+125=225=15"

Sy kién céc téng khic nhau ctia cc lap phuong lién tiép 1a nhithg binh phuong
khong thé cho 1a ngdu nhién dugc. Trong trudng hop tuong tu nhu vay, nha tu nhién
hoc khong con nghi ngd gl vé tinh diing dén clia quy luat téng quat suy ra duogc tr
nhifng trudng hop riéng ma minh dd quan sit. Quy luat téng quit d6 hau nhur da
dugc chiing minh bang cdch than trong hon, mac dau trong tham tam cfing nghi nhu
véy. Nha todn hoc chi c6 thé néi 1a phép quy nap da goi cho ta dinh 1i sau :

"Téng ctia n lap phuong ddu tién 12 mot binh phuong.

2. Ta da di dén gia thiét vé sy ton tai mot quy Juat dang chi ¥ va hoi bi in.

Tai sao téng cua céc 1ap phuong lién ti€p lai 12 nhing binh phuong ?

Trong trudng hop nay, nha ty nhién hoc s& lam thé nao ? Ong ta s& ti€p tuc
nghién ctu gia thuyét chia minh va co thé di theo nhiéu huéng khéc nhau. Chéng
han lai tim toi va tich luy thém nhitng thyc nghiém moi. Né&u ta mudn 1am nhu vay
thi phai xét téi nhiing trudng hop sau d6 trong n = 6, 7, ... Nha tu nhién hoc c6 thé

-

xét lai nhimg su kién d3 dén t6i chd phdt biéu gia thuy®t ctia minh ; 6ng ta so sanh
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ching v6i nhau mot céch,than t_rg%i, :
Sw twong tu méi. D6 12 con dudng

e

3.4, 5, m ta da sp x&p thinh

Ta xét lai nhiing trudng hop trong d6n=1,2,
mot bang. : : S .

Tai sao tat cd cdc tdng d6 déu 1a nhiing binh phuong ? Ta c¢6 thé néi gi vé
nhiing binh phuong ? Cin béc hai ciia ching theo thy twbing 1, 3, 6, 10, 15. Ta c6
thé néi gi vé nhiing can bac hai dé ? Trong moi trudmg hop, ching hinh nhu ting
theo mot quy luat no dé. Chiing tang nhu thé nao 9

3-1=2, 6-3=3, 10-6=4, 15-10=5

Nhitng hiéu dc’).t'&ng theo mét quy luat dang chi y. Ta nhan thdy mot quy luat
ctaddy s6' 1, 3, 6, 10, 15.

=1
3=1+2
6=14+2+3

10=1+2+3+4
I5=1+2+3+4+5

- Néu sy déu dan dé 1a téng quét (khé ma chéi didu do) thi dinh 1f ma ching ta
- con hoai nghi, bay gidy cé mot dang chinh xdc hon.

Véin=1,2,3, .. tacé:
13+23+33-f-...+n3=(1+2+3-—l—...+n)2

3. Chinh nh& quy nap ma ta di c6 duogc quy luat phét biéu trén. Thuc ra thi ca
qud trinh If luan, di chi méi mot chiéu va chwra hoan chinh nhung hop If di cho ta
hinh dung duge phuong phép dé (quy nap). Phép quy nap cg géng phét hién ra c4c

quy lut va cdc lien he dn gidu déng sau c4c hién tuyong quan sat dugc bé ngoai.

Va su lién he, cdc phuong tién quen thuoc nhat ciia né I3 su téng quat hod, su
cd biét hod va sy tuong ty. Thue hién su téng quét hos nhim hidu thém céc sur kién

quan sét dugc ; né dua trén co s§ cla SW tong ty va dugc nghiém lai bing céc
trudng hop riéng méi, ching toi khong néi téi nhimg diéu nhan xét them vé

phuong phdp quy nap trong dé c4c nha tri€t hoc con nhidu diém chua théng nhat

V6i nhau. Nhung cdn néi them 13 rdt nhiéu két qua todn hoc thoat tien ) dugc
bang quy nap, réi sau dé mdi dugc chiing minh, Todn hoc dem trinh bay chit chs

1a mét khoa hoc suy dién, c6 hé thong, nhung todn hoc trong ldc hinh thanh Idmot

khoa hoc thuc nghiém, quy nap.
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4. Trong todn hoc ciing nhu trong céc khoa hoc ty nhién, ta c6 thé ding quan
s4t vi quy nap dé€ kham phd ra nhiing quy luat téng qudt, nhung giffa ching c6 su
khac nhau. Trong cédc khoa hoc tu nhién, thuc ra khong c6 gl cao hon sy quan sét
va quy nap ; con nhu trong toén hot con cd chuno minh chat chg. :

Sau khi da danh it nhiéu thdi gian cho céng viéc thuc nghiém thuan tuy thi nén
thay d8i cdch nhin v&n dé. Ta s& Ii luan chit ché. Gid sit ta khdm phé ra mot két
qua If thdi, nhung 1f luan dan ta t6i d6 chi méi 12 phén nao hop If thuc nghiém; tam

" thoi, c6 tinh chét gitp ta tim ra két qud. Ta hiy thir ¢§ x4c nhan két qud dé mot

cdch khing dinh bing mot ching minh chit chg.

Bay gio, ta di t6i mot "bai todn ching minh" : ching minh ring két qua néu &
trén 12 ddng (xem 2 & trén).

C6 thé 1am don gidn bai todn duge. Ta d& biét ring :
n(n+1)

2

Trong moi trudng hop, hé thitc d6 déu dé nghiém lai. Xét mét hinh chi nhat
¢ cdc canh bing n va n + 1, chia né 13m hai phin bang mot dudng gap khic nhu &
hinh 24a (iing véi trudng hop 22 = 4).

142+3+...+n=

-

) Hinh 24 )
MB&i nita déu c6 "dang céc bac thang" va c¢6 dién tich biéu dién bdi cong thiic
1+2+ ... +n.
Trudng hop n = 4, dién tich d6 bing 1 + 2 + 3 + 4 (xem hinh 24b). Mt khic,
dién tich hinh bac thang 1a mot nira nd, diéu dé ching td rang cong thic 1a ding.
Nhu vay, ta c6 thé bién ddi két qué tim ra bing quy nap va biéu dién né nhiv sau :

n(n + 1)}

R, . Ly +3{2 (1)
5. Néu ta khong ¢6 mot ¥ ndo vé cdch chiing minh két qua dé thi it nhat ta
cling cé thé thir 1ai né. Ta thir cho trudng hgp ddu tién ma ta chua biét, tifc 1a v6i

n=6. VGi gid tri nay, cong thidc chota:
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Y2764 % 125+ 216 = {6;7]

Vb

Thie' hien” xono céc’ phep tinh, ta thdy rang ddng thitc dung Vi cd hai v& déu

bang 441. Ta ¢6 thé tiép tuc thir nhiéu nira. Cong thitc ¢6 18 14 téng quit, tic 1a
ding véi moi gid tri ctia n. Nhung nd ¢6 con ding khong khi ta di t mot. gié tri n
bét ki t6i gid tri ti€p theo la n + 1.

Ap dung cong thic & trén, ta phai c6 :

)

(n+ 1)(%2)}2
2

13+23+...+n3+(n+ I)3= [
- Bay gi® ¢6 mot cach thir rdt don gidn.
Chi cdn trir.déng thitc ndy véi ding thiic (1) & trén, ta c6 :

(n+1)(n+2):|2 ~ {n(n”)]z
2

(n+1)3:{

“

Diéu dé thir lai d& dang. Ta cé thé viét vé& thit hai nhu sau
(”;1) l(iH—2)2 —~n2} = (___n;lj lnz +4n+4—n2J

[”Ilj @n+H=m+1>2@+)=(m+1)

Nhu vay, cong thic ta tim dugc bang thuc nghiém da dugc thir lai chat ché.
Ta hay lam rd ¥ nghia cua phép thir d6.
Ta chéc chén 1 di c6 :

(n+1)(n+2)T _»[n(nﬂ)T

3_
(D) { 2 2

Nhung ta con chua biét dang thic sau day c6 ding kh()ng ?

1+2+3+4+ .+n [Ln;ﬂ}

Nhung néis ta biét rang né ding thi ta c6 thé suy ra bing cich thém vao ding

thic d4 thigt 1ap dugc & trén, ring dang thifc sau day ciing ding :

P+2’+ 40’ +@n+ 1)’ = [_____(n+l)2(n+2)}2
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D6 chinh 12 biéu thic (1), chi khac 12 (n + 1) thay thé cho n. Nhung ta da biét
ring diéu gia dinh oha ta da ddng véin=1,2, 3 4,5 va 6 . Theo tren gid dinh dé,
43 ding véi n = 6, cling phai ding v6i n = 7. da dang véin =17, n6 ciing s€ ding
v6i n = 8 va ¢ nhu theé ma tiép tyc. ' ;

Cong thic diing v6i moi gid tri clia n, vay nd 1 téng quét.

6. Chimg minh trén.cé thé xem 12 miu muc cho r4t nhidu trudng hop tuong -
Vay thi nhing nét co ban ciand la gi?

piéu khéng dinh ma ta cin chl’mg minh phai dugc phét biéu 10 rang,
chinh x4c trudc.

N6 phu thude mot s6 tu nhién 7.

Diéu khing dinh do phai dugc "xéc dinh" dén muic Khién ta c6 thé thir duge 1a
né con ding khong khi di tir mot & ty nhién /7 sang s6 tu nhién ti€p theo 17 + 1.

Neéu ta da thir dugc co Kkét qui diéu do, thi ta 6 thé ding kinh nghigm co6 dugc
trong qué trinh thir 4é di dén két luan réng diéu khing dinh phai ding véin + 1,
1&u nhu né da ding véi n. Co duge diéu d6 16i, ta chi cdn biét rang didu khing
dinh ddng voi trudng hgpn =13 Kkhi d6 n6 $& ding vé1n = 2, rdi véin =3 va ot
thé tiép tuc. Bing céch di tir mot s nguyen bat ki t6i mot s6 nguyén lién sau nod, ta
d4 chimg minh tinh chat tng quét ctia dicu khéng dinh.

Phuong phép ching minh nay rat hay dung va xing ddng c6 mot €n goi. Ta
c6 thé goi né 1a phép "ching minh tit n 161 n + 1" hay don gian hon 12 phép
“chuyén téi mot 56 nguyén tiép sau’. Déng ti€c 1a do mot sy ngiu nhién, phuong
phép nay mang c4i tén khong tién lgi 1a "quy nap toan hoc". Diéu khing dinh ma
ta vira ching minh trén day co thé c6 mot ngudn géc nao d6 nhung dimg vé
phuong dién logic thi ngudn goc do ching quan trong 14m. Thé ma, trong nhiéu
trwdng hop nhu trudng hop ta vira xét mot céch chi tiét & trén thi ngudn goc lai 1a
quy nap. Ta da di t6i n6 bang con dudng thuc nghiém. Thanh thiy, ching minh ¢0
vé nhu 12 mot bé sung todn hoc cho quy nap. Ppiéu d6é gidi thich tén goi cha
phuong phap.

7. Bay gid ta qua mot didém khdc, khé tinh t€, nhung cin thiét cho nhing ai
muén tu minh kham phé ra nhing chitng minh. Trong phén trinh bay & trén, bang
quan sat va quy nap, chiing ta da tim ra lién tiép hai diéu khing dinh trong d6 thi
didu tha hai xét trong diém 2 chinh x4c hon diéu thit nht xét trong diém 1. Bing
c4ch nghién cliu chinh x4c hon diéu thi hai, ta d4 tim ra mot phuong phép thir tinh
quy luat cla Viéc chuyén tit n t6i n + 1 va nhu vay, bang phuong phdp quy nap
"todn hoc", ta da co thé tim dugc ching minh ctia dinh 1.
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Neu ta xuat pht tir didy khéng dinh thi nhat va chua ¢6 duoc nhiing sy chinh xéc

do diéy khing dinh thi haj dem lai thi vi 14, ta 4 c6 the tim thay chitng minh do.

nam duoc hon, kh6 ching minh va khé thit nghiém lai hon didy khing dinh thit hai,

Thue vay, diéu khing dinh tht nhat 1t chinh xic hon, 1t "xdc dinh" hon, khg |

Keét luan nay 6 v& nghich 1f vé mot phuong dign nao d6. Thye vay, diéu khing
dinh thit haj manh hon ; né tryc tiép kéo theo diduy khing dinh thit nhat trong khi dé
tr diéu thit nhat, 1t nhiéu ¢6 mo hd, khé ma it ra didy thit hai r8 hon né. o

D6 12 "nghich 17 cfia ngudi phat minh".

Tai sao cén phdai cd nhing chlng minh ?

Nhung nhiéu nam sau, 6ng thay d6i y kién va rat tan thanh Oclit.

Dt 14 ¢ hay khong, giai thoai d6 cling dan t6i cau hj - tai sao ta cdn phai hoc
-hay trinh bay nhiing chiing minh ? Trong ba cdch : khong chiing minh gl cd, chiing
minh tdt cd va chitng minh mot phan thi ding nio t6t hon 2 Vi néu chimg minh
mot phén thi 13 phén nao ?

nao, mot su nghi ngd nio va n&u khéng dugc nhu the thi khoéng con 1a mot ching
minh nifta. Trong doi séng hang ngay, trong luét hoc, A

trong vat If ¢6 tén taj nhing chimg minh hoan toan
diing theo dinh nghia dé khéng 2 Trong thuc t& thi
khéng c6.

Thanh thir, khé i3 hidu, dugrc tai sao lai ¢6 thé ¢4

¥ nghi vé& su tén tai cia nhimng chiing minh day di B. C

nhu vay. Cé thé néi, hoi qud mot chiit, ¥ nghi d6 14 do
0 mot ngudi va & mot cudn sdch : Oclit v bo Hinh 25
"Nguyén Ii" clia ong.
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Trong moi truong hop, ngay bay gid, viéc nghién ctiu nhing co s& cha hinh
hoc phang déu cho ta diéu klen t6t'dé ¢ dudc khéi mem ve Chu‘ng minh ddy du.

Ta hiy lay chitng minh clia dmh I: ”T; ong mot tum giac, t6ng cdc goc bang

1800(])” 1am vi du. Hinh 25 rat quen thuoc ] da s& chung ta, khong do1 hoi
nhlmo su giai thich déc biét.

Tix A, ta v& mot dudng song song v6i BC. Cic goc B va C theo thit tu bang céc
gbc ngoai tao thanh tai dinh A, vi cdc géc so le trong bang nhau. Nhu vay, ba goc
chia tam gidc bing ba géc cd dinh chung tai A va lam thanh mot goc bet, bing hai
gbc vuong. Dinh 1f dd dugc ching minh. '

Né&u mot hoc sinh hoc xong chuong trinh todn mé khong thuc sy hiéu nhimg
chiing minh loai nay, thi ngudi thdy that dang trach. Thuc vay, ta cdn phai phﬁ;l
loai moi thit theo nhitng mitc do quan trong khac nhau.

Néu ngudi ta khong day cho hoc sinh mot khéi niém riéng nay hay mot khai
niém riéng khdc ctia hinh hoc, thi diéu d6 khong quan trong Iam vi sau nay cling it
khi ding t6i né. Nhung néu bd qua khong day nhiing chimg minh hinh hoc, thi
ngudi hoc sinh s& khong biét t6i nhiing vi du hay nhat, don gidn nhal cla phép
ching minh chinh xdc va mat mot dip t6t nhat trong doi d€ lam quen v6i khéi
niém "If luan chat chg", khong c6 khdi niém do, ngudi hoc sinh ludn Iuén khong
c6 tieu chufin dé danh gid nhimg "ching minh" ma cudc séng hién dai dua lai cho
anh ta.

 Néi tém lai, néu nha trudng nham trao cho hoc sinh khdi niém vé lap luan truc
gidc va phép suy luan logic thi nhat thi€t phai danh mot phin cho nhimng ching
mmh hinh hoc. :

2. Hé l6gic. Hinh hoc, nhu di duoc trinh bay trong bo "Nguyén 11 cha Oclit
khong don thudn 1a mot tap hop nhiing sy kién, ma 1a mot hé logic. Nhung tién dé,
dinh nghia va dinh li, trong d6 khong phai dugc sdp x€p mot cdch ngau nhién ma
1a theo mot thif tu khong thé ché vao dau dugc. M6i mot dinh 1f déu dugc dat & chd
sao cho né duoc suy tit nhilng tién dé, nhimg dinh nghia va nhitng dinh 1i dimg
trude né. C6 thé coi cdch sdp xép d6 1a mot thanh cong chit yéu cha Oclit va hé
1ogic d6 1a wu diém cén ban chia bo "Nguyén 1i". Hinh hoc Oclit khong phai chi la
mot hé 16gic, né chinh 1a mot mau muc dién hinh ddu tién va 16n nhét cua loai hé
théng ndy, ma cic nha khoa hoc khé4c da va s& con c6 noi theo. Con nhu déi véi

(1) Trong ménh dé 32, quyén 1 cha bd nguyén If cha Oclit chiing minh sau day khéng phii
ctia Oclit ; ngudi Hi Lap biét tir trudc.
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Mot he hmh hoc duoc xﬁy dunc trén nhu*ng chlmg mmh M01 dinh I{ déu hen
két v6i nhittng tién dé, dmh 1i va 'dinh nghia ding trudc n6 bang mot ching minh. !
-Néu khong hiéu duge nhiing ching minh d6 thi cung khong thé hiéu dugc ban chat
~cOt yéunhat cia hé.

Tém lai, i€u nha trudng mudn trao cho hoc sinh khdi niém vé hé logic thi phai -

danh mot phan cho nhiing chiimg minh hinh hoc.

3. Hé thudt nhé. Tac gia khong cho ring nhitng khéi niém vé lap luan tryc
quan, V& chung minh chit chg, vé hé 16gic 12 thira va khong cin thiét d6i véi bat ki
ngudi nao.

Tuy nhién c6 nhiing trudng hop, vi khong c6 thoi gian hay vi mot 11 do nao
khéc, viéc nghién citu nhiing khéi ni¢ém d6 khong dugc xem la quan trong tuyét
d6i, nhung ngay trong nhitng trudng hop d6 ciing nén nghién cu cdc ching minh.

Céc chl’mg minh bao ddm cho su vilng vang ctia kién thic, khi€n hé 16gic lam
thanh mot khdi théng nhat va gidp ta nhé duge cic y&u t6 muon mau muon vé clia
khoi thc”)',n,gv nhat d6. Ldy vi du da trinh & bay trén (hinh 25). Hinh v& cho ta thay 10
tang 13 téng cac gbéc trong mot tam gidc bang 1800, béng céch lién hé su kién dé

- v6i su kién 1a cdc géc so le trong bang nhau.

Ma nhifng. su kién lién hé v6i nhau thi b8 ich hon va d& nhé hon nhitng sy kién
rieng biéet. Thanh thir hinh v& khic sau vao trong trf ta hai dinh 1 hinh hoc lién
quan véi nhau va cudi ciing ci hinh v& va dinh If trd thanh cla riéng khong thé
tach 10i dugc khoi y thifc ching ta. Bay gio ta xét tmo’ng hop khong cén thiét phai
thu nhan duorc nhitng khéi niém chung ma chi can nam dugc mot s6 kién thitc nhat
dinh. Ngay trong trudng hop nay, nhiing kién thic ciing cin phai dugc truyen thix
theo mot hé théng nao d6 vi rang nhitng chi tiét riéng biét rat dé quén, khé ma nhd
dugc. M01 lién hé don gian, tu nhién va lién ket dugc chat ché céc klen thitc déu
dédng hoan nghenh

Mot he nhu vay khong cin phal dva trén co s& loglc ma chi cin gidp tr, nho
mot cdch:cé hiéu:qua. Nhu ngudi ta goi, n6é phéi 1a mot hé thudt nhé. Can ndi
thém 12 ngay trong mot hé thuat nhé thudn tuy, nhimg ching minh déu cé 10‘1 nhat
12 néu ching don gian. Ching han, hoc sinh phai hoc dinh 1i vé téng cdc géc trong
mot tam gidc va dinh If vé c4c gbc so le trong. C6 thé c6 cach nao khdc don gian
ho‘n tu nhién hon va ¢6 higéu qua hon nhu & hinh 25 khong ? '
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Tém lai, ngay c4 khi khong gén cho phitng khéi niém logic tdng quat mot N
nghia quan trong dac biét, cac chitng minh van 6 fch vi d6 1a thuat nhd.

s v

4, Hé cila negeh day ndu dn'. Chiing toi da tfinh bay nhing c4i loi cla cdc
chéng minh, nhung ciing khong hé c6 ¥ nghi 12 mol chitng minh déu phai thuc
pién ddy di.

Nguoc lai, c6 nhing trudmg hop Vi tdt 42 nhu vay. Chéng han, viéc day phép
tfnh vi phan va phép tinh tich phan cho chc sinh vién ki thuat. Mot sy trinh bay
chit ché theo yeu ciu hién dai vé phép tinh vi phan doi hoi nhing chtng minh khé
va tinh t€&. Nhung cac i su hoc nd cot 4é 4p dung. Ho khong c6 @b thoi gian,
khong co chuin bi trude, khong c6 hing thi vugt qua nhimg ching minh dai va
dénh gid nhing céi tinh vi trong d6. Do d6 ma ngudi ta co khuynh huéng tu6c bd
t4t cA nhitng ching minh ; nhung lam nhu vay ching ta ds dua phép tinh vi phan
vé trinh do cha nhiing thue don cho nha bép.

"S4ch day ndu an” trinh bay mot cach chi tiét vé& thanh phan ctia cac mon an
va céch thuc n&u nuéng ma khong hé noéi t6i co & 1 luan hay thuc nghiém cba
phitng chi dan hay nhimg phuong phap d6. D& biét mon put—d'mh(l) phu thé nao thi
cén phéi ném 6. Séch day ndu an hoan toan dép ng duoc muc dich cha né. N6
khong cén dua trén mot hé logic hay mot hé thuat nhé nao vi 1Ang ngudi ta viét
céc thyc don 16 in ra chd khong ai nhé thudc long. P&i Vi tac gia cua gido trinh
phép tinh vi phan hay mot giso su dai hoc thi hoan toan khong phai the, ch hai s€
khong dat dugc muc dich clia minh néu nhu ho theo st v6i hé théng cha s4ch day
ndu an. Néu nhu day cdc phuong phip ma khong c6 chimg minh, khong cho biét
nhimg 1i do thi khong h€ hiéu dugc. Néu dua 12 phitg quy thc ma khong gidi
thich thi nhing quy thc nay vi khong c6 lien he v6i nhau, nén rat dé quén. Toan
hoc khong thé thir nghiém theo 16i cia mon put-dinh. Néu loai ra tét cd mol hinh
thitc cha suy luan thi mot gido trinh phép tinh Vi phan s& tro thanh mot ban ké khai
1 rac khong c6 kha nang dem lai mot kién thitc gi c6 th& Tinh hoi dugc.

5. Nhitng ching minh khéng ddy di. Céch 16t nhét dé giai quyé&t tinh trang "tién
thoéiilué‘ng nan" gitta mot chitng minh qué dai va 161 "sdch day néu an" 1a dﬁng
phép chimg minh Khong ddy di. Néi nbu vay khong phai 12 qué dang. PGi véi mot
nha logic, mot ching minh khong ddy da khong phai 1a mot chimng minh. T4t nhién,
phai phan biet mot cach than trong Vol nhitng ching minh diy da. Khong phén biét
nhitng ching minh khong ddy di va chitng minh ddy 4% v6i nhau dd 12 kKhong tot,
ma ding c4i nay thay cho c4i kia lai cang khong tot. That Khé chiu khi thay tac gia

(1) Mén &n ciia ngudi Anh 1am ti bot va hoa qué
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Vay miton
hiing minh
ngudi ta ding ching mot c4ch thich ddng, ¢6 mitc do.

-

“mot cdi gi b6 ich vi ¢ hé théng:

Vidu 1. Mo phiuong trinh dui sg bdc n s ding n nghiém. Gauxo 801 d6 13

dinh If co ban clia dai s6, 1a mot dinh I thuong phai triih bay cho nhiing hoc sinh -

khong duge hojc it dugc chudn bj dé hidy ching minh ciia né - ho chi biét ring
mot phuong trinh bac nhat c6 mot rghiém. Mot phuong trinh bac hai c6 haj
nghiém. Tuy nhien, trong dinh If khé chiing minh nay ¢ ot phén d& ching minh

ong dy du, mot cdch map
ngudi doc tuéng ring "
ong ddy di c6 thé c6 loi khi
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nhit va chi ra dic tinh cGa nhitng chi ti€t con lai. Nhitng chiing minh nhu vay, tuy
chua ddy dii, nhung c6 thé b ich hon nhiéu so v6i mot chimg minh trinh bay véi
céc chi tiét can ke.

Tém lai, nhimg ching minh khong day du c6 thé ding 1am mot phuong t1er1
cha thuat nhé, nhung c6 nhién khong thé thay thé cho nhing ching minh day du,
khi ta mu6n trinh bay di mach lac va khi khéng can c6 thi ty logic chat che.

Bao che cho nhitng chiing minh khong ddy da thi rat nguy hiém. C6 may quy
the sau day dé ngin ngira mot sy lam dung rédt ¢ the c6. Trude hét, néu la ching
minh khong ddy dd thi phai ndi 16 bang mot céch nao do. Sau do khong mot téc
gia hay mot thdy gido ndo dugc quyén trinh bay mot ching minh khong ddy da
clia mot dinh 1i, néu nhu khong biét rd chiing minh ddy du ctia dinh If dé.

Sau hét, phéi thi nhan réng, trinh bay that hay mot ching minh khong day du
khong phai 14 viéc dé.

Thuét phat minh (Heuristic)

Danh tir nay xua kia chi m¢t mén khoa hoc da dugc dinh nghia mot céch kha
map md ; mén nay khi thi dugc xem 12 mot bo phan cua logic, khi thi xem la
thuoc tam If hoc. Thudng thi né duge trinh bay trén céc nét 16n va it khi dugc trinh
bay mot cdch chi tiét. Ngay nay, né hau nhu bi quén lang. D6i tugng cta nd 1a
nghién citu cic quy tic va cdc phuong phép ctia viéc phit minh va sdng tao. Ta ¢
thé tim th&y mot s6 di tich cha viéc nghién ctiu nay trong nhimg tai ligu binh luan
vé Oclit ; dic biét, c6 mot doan cha Péppu}?t rat bd ich. Nhung quen thudc nhat
trong d6 tdc gid c6 ging xay dung mot "thuat phdt minh" c6 hé théng, 1a nhitng
sdch ctia Dé-cdc va Lépnit, ca hai déu 12 nhitng nha todn hoc va tri€t hoc noi tiéng.

- Béndand ciing ¢6 mot tdc phdm néi chi ti€t vé thuat-phdt minh, trong dé 6ng cod

géng 1am soéng lai mon hoc nay dudi mot dang hién dai (xem muc Thudt phdt
minh hién dai).

" Thuét phat minh hién dai

Tim hiéu phuong phép da dwa dén 15i giai clia cdc bai todn, dac bigt céc thao
tic dién hinh ma trf 6c ding dén khi 4p dung phuong phip d6. Viéc nghién ciu
dimg d4n vé thuat phdt minh phéi chd trong dén tinh hinh logic, cling nhu tam 1i.
Tuy khong coi thudng cdc cong trinh cla Pappuyt, Dé-cdc, Lépnit hay Bondano,
nhung né phai chd trong dén kinh nghiém khach quan. Mot kinh nghiém dic két
tlr viéc gidi todn va tir cdc phuong phdp ma nhiéu ngudi da sir dung, d6 chinh la co
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cla bai todn. Viéc nghlen ciu nay nham nhiing myc dich thuc tlen mot su hiéu
biét vé cic thao tic cua tri 6¢ dién hinh trong viéc giai todn co the anh huornor tot
dén céc phuon phip giang day, cu thé vé to4n hoc. '

Tai liéu nay 1a mot cd gan<T ddu tién dé thyc hién chuong trmh dé. Ta hdy xét
xem céic muC trong tu dién c6 thé gbép phéan vao viéc d6 nhu thé nio.

1. Bang cta chiing t6i néu lén céc thao tac dién hinh clia tri éc khi giai todn,
cic cau hdi va cau goi ¥ trong bang chinh cling nhim vio céc thao tédc d6. Mot s6
cau héi da dugc mo ta lai trong phén thi hai va mot s6 khéc ducc g1a1 thlch Ki
cang & phén 1, co kem theo vi du minh hoa.

Khi mudn tim hiu mot cdch ddy dii hon vé mot cau hoi hay goi y nao clia
bang thi ta phai tra cu muc tuong Gng cta tu dién c6 ddu dé cta 15 muc trong
béng : Ddu la dn ? C6 thé thod mdn diéu kién ciiu bai todn hay khong ? Cé thé sir
dung két qud tim duigc hay khong ?

2. Phuong phdp dua dén 161 gil cdc bai todn ndi chung 12 phic tap va c6 nhiéu
khia canh khdc nhau. Trong 12 dé muc chinh clia tu dién, ching ta nghién ctiu mot
cdch kha chi ti€t mot s6 céc khia canh dé.

Khi chiing ta 1am viéc hing say thi chiing ta cam thdy 1o su ti€n bo, rit sung
suéng khi ti€n bo nhanh chéng va chén nan khi ti€n b6 cham chap. Mu6n ti€n bo

. vardat dugc két qua trong viéc gidi todn thi céi gid 12 quan trong nhat.
- Muc tién bo va thanh tuu ndi vé van dé dé, ban nén doc ngay di.

Khi ta gidi mot bai toan, ta-14n lugt xét moi khia canh cfia né, 14t di 1at lai vin
de trong tri 6c, cdn thiét phai biéh déi bai todn. Ta c6 thé bién dbi bing cach phdn
chia va t6 hop lai cdc yéu t6 cha bai todn, tr& vé dink nghia mot s6 danh tir ; ta
. cling c6 thé sir dung cdc phuong tién clia phép téng qudt hod, phép tuong ti ...

Ta phdi phan biét can thdn cdc bai todn tim dn va cdc bai todn chiing minh.
Bang cha ching ta ddc biét thich tng vdi loai bai todn ban ddu, mudn ép dung né
cho cac loai‘bai todn sau thi can pha1 xét lai, stra d6i mot vai cau hoi.

Trong tdt ca cdc loai bai todn, cin thiét phai sir dung cic ki hiéu thlch hop va
cédc hinh ve.

3. Phuong phép dua dén 15i gidi cdc bai todn thudng xuft hién véi nhidu vé
khdc nhau. Trong tai liéu ndy, ching t6i khong dé cap dén tit ca cic khia canh d6
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Ji ching toi nghl rang, trong mot quyén sch nho chua cé dt chd dé nghién ciu
cac diém quan trong t€ nhi hoac thugc mot pham vi chuyén mon qué hep.

Mgt 1 luan tam thoi, tuy chi 1a hop 1{ thoi, nhung ciing ¢0 gid tri nhat dinh .
trong viéc tim ra 101 giai, nhung ta khong dugc cong nhan né nhu mot cdch ching
minh. M&i mot ngudi cin du doén, xay dung cdc gia thiét, nhung con phai khdo
4t cdc gia thiét do.

D&i véi ching ta thi viéc xét luoc do logic c6 mot ¥ nghia 16n nhung khong
nén dua vio cic danh tir qud chuyén mon. Chi ¢6 hai muc noi vé cdc phuong dién
tam 1 ; ¢6 la muc : quyét tam, hi vong, thanh céng va hoat dong tiém thite va mot
muc néi vé tam 1f dong vat (xem : If [udn gidt 1ai).

Chiing t6i d4 nhén manh ring tt cd céc loai bai todn, dic biét cdc bai todn
thue tién va cA nhitng cau dd, cling thuoc vé thuat phat minh. Chiing toi ciing da
nhan manh réng ngudi nghién ctu ding d4n khong thé thira nhan nhing g1y rdc
yan ndng, thuat phdt minh ban vé thai do, cdch xir i chia con ngudi trudc cdc bai
todn. Diéu nay ngay tif thoi <4 50 con ngudi hinh nhu ciing da dé cap dén vaco 18

>

da dugc phén anh trong tinh thin cde cdu tue ngit.
4. Chiing toi d dua vao tai liéu ny mot s6 muc vé céc vin dé chi tiét va gidi
thich kh4 can k& vé cdc van dé trong pham vi can thiét.

_Mobt s6 muc dé cap dén cdc vin dé chung dugc trinh bay chi tiét Vi ching it
quan trong dsi véi thdy gido va hoc trd nhu muc Pappuyt, 1i luan giat 1ui, phan
chimg va ching minh gidn ti€p, quy nap.va quy nap todn hoc, dat phuong trinh
Kkhio sdt thit nguyén va tai sao phii ching minh. Mot s6 muc nhim phuc vu cac
thdy gido, ching han muc bai todn dién hinh, chdn dodn, mot s6 khdc nhdm gidp
cdc hoc sinh trén trung binh nhu 13 nguoi gidi toén thong thao, nguoi doc sach
théng minh va nha todn hoc twong lai. ’

Cin dé ¥ ring, cAc muc d6i thoai giffa thdy gido va hoc sinh (muc 8, 10, 18,
19, 20 va nhiéu noi khac) 6 thé 1am méu khong nhing cho thay gido khi hudng
din hoc sinh mé con cho ca nhitng ngudi tu hoc cén giai todn. Mo ta ¥ nghi nhu
mot cudc doi thoai v6i chinh minh, diéu d6é khong phai 12 sai. Nhimg cudc doi
thoai néi trén 1am nay sinh 1a sy tién bo ; ngudi giai to4n tu néi véi chinh minh va
<6 thé tién bo trong cac diéu kién tuong ot ,

5, Ching toi s&€ khong k& hét tat ca céc dé muc con lai ma chi néu ra mot vai
dé muc va xép dat theo timg chix dé. v

Mot s6 muc noi vé lich st nhu muc pé-cdc, Lépnit, Bondand, thudt phadt minh,
cde dunh tit cii méi va Pdppuyt.

135 .



- Mot s6 dé muc khac giai thich céc danh tir chuyén mén : gid thiét, hé qud,
bé dé. L -

6. Thuat phat minh nhim tdng quét hod, nhim nghién cttu cic phuong phép
khong phu thuoc vao van dé cu thé nio va ung dung dugce cho cic loai bai todn.
Tuy nhién, vé nguyen tic, tai ligu chi trinh bay nhimg v{ du Ve todn so cdp, diéu dé
cling han ch€ mot phan nio Viéc nghién citu ctia chiing ta, nhung chiing téi hi vong
la dudng huéng chinh s& khong bi 4nh hudng. That vay, cdc bii toan 'thu()c‘ V€ todn
hoc so cép ciing kha phong phii va'viec nghien ciu cic phuong phdp gidi nhing

hon thi khong bao gi¢y dugc dé cap dén mot cich truc ti€p, nhung chinh dé 13 hau
phuong clia tai ligu nay. Nha todn hoc no ¢ kinh nghiém muén di sau vio van dé
nay thi cé thé d& dang bd sung cong viéc cha chiing toi bing nhitng vi du trong
kinh nghiém ban than, nhim tv lam sdng té nhiing van dé ma ching t6i chi minh
hoa bang v du so cép.

‘Thuc hién chuong trinh (dé an)

Phic hoa mot chuong trinh (d8 4n) va thuc hién né cho cé két qua.la hai viec

khdc nhau. V§i cdc bai todn thi cling vay. Giifa sy phac hoa (dé 4n) va su thuc hién
dé 4n d6, tinh chat ciia cong viéc c6 khic nhau.

mot cdi cdu trong khi xay dung. Khi cong viec xay dung di tién hanh dén mot giai
doan ndo d6 thi ngudi ta phd dan di va chiéc cau tr'n6 phai ding viing. dugc.
Tuong tu nhu vay, khi cich giai da gan xong thi ta-viit bd moi suy luan tam thoi va
chi 12 "nghe dugc” va ket qua phéi duge trinh bay v6i suy luan chit chg.

Khi ta phic hoa dé 4n- d€ dua den 15 gidl, ta khong ngdn ngai gi ma khong

Khi lap dé 4n, ta c6 thé W do "mo6 mam" bao nhiéu thi kh; thuc hién dé 4n ta
phai nghiém lai c4n than bay nhiéu. e
2. Ta phai chu trong dén trinh tu phai theo dé thuc hién cic chi tiét cta de 4,
nhat 1a khi gap mot bai tosn phic tap. Khéng dugc quén mot chi tigt ndo, phai hidu
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sy lien hé clia mbi chi ti€t véi toan bo va su lién hé gifta c4c giai doan quan trong
v6i nhau. Néu vay 14 ta phai tién hanh c6 thi tur.

Dic biét, khi chua c6 day du li do d€ néi ring cdc suy luan chinh cha ching ta
1a dting din thi khong nén voi xét céc chi tiét phu. Néu c6 mot chd so hd trong .
toan bo thi ha tat phai mat thi gio dé nghiém lai mot chi ti€t khong quan trong.

Trinh tu ma ching ta nén theo dé khao sat cc chi tiet cha mot bai toan c6 thé
14t khdc véi trinh ty ma ching ta da tim ra cdc chi tiét d6 ; va cudi cung, lic trinh
bay 10i gidi trén gidy thi c6 thé ta lai phai theo mot trinh ty khéc nita. Trong b
"Nguyén 1i" clia Oclit, cde chi i€t trong suy luan dugc trinh bay theo mot thi ty
vitng chic va hé thong, diéu d6 di dugc nhiéu ngudi noi theo, nhung cling da bi
nhiéu ngudi cong kich. '

3. Trong tap "Nguyeén li" cla Oclit, moti l4p ludn déu di theo con dudng : tir
cdc dit kien dén céc 4n s6 trong cdc bai todn vé tinh todn, t gid thiét dén két luan
trong cdc bai toan vé ching minh. Mot y&u t6 méi nhu diém, dudng ... du 12 he
qua tat nhién clia cdc dif ién hay cdc yéu t§ dd tim ra t truéc. Moi diéu khing
dinh mdi ciing déu duge ching minh dya trén gia thiét hay trén cc diéu dd dugc
chiing minh truéc day. Moi y&u t6 m6i, mdi diéu khang dinh méi déu dugc nghién
cttu ngay khi chiing méi xuét hién 14n ddu tien va nhu vay chi dugc nghién ciu cé
mot 1an.

Do d6, ta c6 thé tap trung chi y vao giai doan trudc mét cha suy luan ma
khong cdn nhin lai cdc giai doan di qua hay céc giai doan chua dén. Y€u t6 cudi
ciing phai nghiém lai 12 ket luan cta dinh'li. Néu méi giai doan déu thuc hién tot
thi toan bo suy luan s& ding ving.

Chiing t6i tha thiét khuyén doc gid nén st dung céch trinh bay theo 16i Oclit,
m&i khi cin khao sét lai chi tiét cdc suy.luan. Ddc biét, néu né 1 suy luan clia ban
than ching ta, c6 khi dai va phic tap, nhung da dugc khao sit trong céc nét 16n va
d4 dén giai doan chi cdn xét lai céc chi tiét ma thoi thi didu t6t nhat 1a viét toan b
suy luan d6 theo 16i Oclit.

Nguoc lai, khi ta muén truyén lai 1ap luan cla ta cho mot ngudi khdc chua hé
biét gi vé suy luan d6 thi céch trinh bay theo 16i Oclit khong phai bao gio ciing
nén theo. Cach trinh bay ctia Oclit hoan toan tot khi cin nh&n manh méi diém
rieng biét. Nhung né lai khong hoan toan thich hop néu ta mudn nhan ranh dén
m#u chét cha suy luan. Ngudi doc gia thong minh cé thé thir lai d& dang mot giai
doan, nhung lai rdt khé nhin thay nguén goc, muc dich cua timg giai doan va su
lien hé chia céc giai doan trong toan bo. P6 chinh 1 Vi cdch trinh bay cta Oclit dd
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di theo mot trinh ty ma hdu nhu ldc nao cling ngugc lai véi trinh tu tu nhién khi
sdng tao (c4ch trinh bay ctia Oclit theo trinh tu "téng hgp" moét cach chat ché (xem
muc Pdppuyt, ddc biét cdc diém 3, 4 va 5).

4. Tom lai, c4ch trinh bay cfia Oclit di tir dit kién dén 4n s6, tir gia thié’t dé’x; két ¢
ludn ; n6 1a hoan héo khi cdn nghiém lai mot 14p luén vé chi tiét, nhung 'r_1(") khong

thich hop 14m khi muén 1am cho ngudi khéc hi€u cdc nét 16n cia suy luan.

D6i vé6i hoc sinh thi nén khdo sdt cdc suy luan clia ban than minh theo 16i
Oclit, nghiém lai mbi chi tiét va di tir dt kién dén 4n s6 ; tuy nhién, ciing khong
nén bugc ho phai nhat thiét theo trinh ty d6 mot cich cing nhic. Dsi véi nha gido
thi khong nén trinh bay da s6 cdc chitng minh ctia minh hodn toan theo 16i Oclit,
nhung cich trinh bay nay c6 thé rat bé ich mot khi ma hoc sinh da nho cé huéng
dan ma ndm dugc § chinh cta 1di gidi. Cudi cling, ching ta c6 thé, trong mot
chimg muc nao do, tin thanh ¥ kién clia mot s6 tic gia da so bo phic hoa ¥ chinh
mot cdch tryc gidc trude khi trinh bay toan bo cdc chi tiét theo trinh tu Oclit.

5. Dé dugc bao dam chic chin vé& cdc ket qua cha minh, nha toén hoc c& ging
nhin thdy cic két qua d6 mot céch truc gidc va dua ra mot suy luan logic. Bun ¢4
thé nhin thay su diing dén cita cdac két qud dé mét cach ré rang khéng ? Cé thé
chitng minh rang né la diing hay khong ? O day, nha todn hoc giéng nhu ngudi
phy nif di mua s&m, khi muén chic chin vé phdm chat ciia mot loai vai thi phai
nhin tan noi va s& dén tha vai dé. Tryc gidc va suy luan logic 14 hai cdch khic
nhau d€ nhan thitc chan i, ciing twong tu nhw 6 hai gidc quan dé biét mot vat : thi
gidc va xic gidc. .

Truc gidc cé thé di trude va di trude xa suy luan légic. Bat ctt mot hoc sinh
thong minh nao, tuy chwa hoc hinh hoc khong gian mot céch hé théng ciing déu c6
thé thay dugc rang hai dudng thﬁng song song, v6i mot dudng thit ba thi song song

Vv6i nhau (ba dudng thang cé thé nim trong mot mit phing hay khong). Tuy nhién, -

dé ching minh diéu d6 nhir trong quyén II cha bo "Nguyen 1" ctia Oclit, cdn c6
chudn bi 1au dai, ti mi, tai finh.

Viée st dung céc quy tic clia logic va cic cong thic dai s6 c6 thé di xa hon
nhiéu so véi truc gidc. Moi ngudi ‘(hay hau hét moi ngudi) déu c6 thé quan niém
titc khic ring ba dudng thing 14y moét cich finh c0, chia cit mat phang ra bay
phan. Nhung h4u nhu khong mot ai c6 thé thdy dugc, du c6 tap trung tu tudng dén
cao d9, rang nam mit phéng 14y tinh ¢ chia khong gian ra 1am hai muoi sdu phén.
Tuy nhién, ta c6 thé ching minh chit ché ring con s6 d6 ding 1a 26 va cdch chitnig
minh cling khong dai va khé lém. '
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Khi thuc hién chuong trinh, chiing ta nghiém lai timg chi ti€t mot ; mudn the,
ta co6 thé dua trén truc gidc hoidc dya trén cdc quy thc 10gic ; c6 khi thi tryc gidc di
trudc, c6 khi lai 1a 1 1uan logic di trude, cd hai phuong tién d6 ciing 1a mot sy tap
duot bé ich va Ii thu. Bun ¢ thé thdy ré rang rdng giai doun ‘trude mdt clia suy
ludn la diing dén ? C6, toi c6 thé nhin thdy rd rang diéu d6 ; khi do tryc giac di
d4u : nhung c6 thé ket hop truc gidc v6i suy luan logic ? Ban ¢6 thé dong thoi
cliting minh béng suy ludn ? - :

C6 ging ching minh bang suy luan nhitng didu minh da nhin thay bing tryc
gidc, 46 1a mot cdch tap duot vé tri 6¢ tuyét hay. Rii thay, trong 16p hoc ta thuong
Kkhong c6 dii thi gits dé 1am viéc d6. Vidu, & cic muc 12 va 14 1a tiéu biéu cho van
dé nay.

Tién t6i va dat dugc

Ban d3 ti€n bg dugc chiit nao chua ? K&t cuc can ban 12 nhu th€ nao ? 6 1a
mot ciu hoi ma ta co thé tu dat ra khi giai mot bii to4n, hay dat ra cho hoc sinh
khi ta huéng din ho lam todn. Va nhu vay, ta ddn din c6 thoi quen nhan xét mot
céch khd chéc chén nhing tién bo va thanh tyu trong nhing trudng hop cu thé do.
Buéc chuyén sang trinh bay vin dé mot céch tdng quat khong phai 1a don gin.

D sao, muén trinh bay viéc nghién cttu vé thuat fim toi cho khé ddy db thi ta
phai ¢6 ma nhan thiic cho 16 rang dau 1a nhiing nét chinh vé tién bo va thanh tuu
chia chiing ta khi giai bai toén.

1. Mu6n giai mot bai toén, ta phai c6 mot <6 hiéu biét nao d6 vé chi dé va
chon trong s& cac kién thic clia ta, c4i ndo 1 cdn thiét. Sau khi chon nhu vay thi
quan niém clia ta vé bai todn s& phong phd hon lic dau nhiéu ; vay, ching ta da
them gi vao ddy ? D9 la nhitng diéu ma ta da rit ra trong tri nhé. Mudn cé duge
161 gidi, ta phai nhd Jai céc sy kién cGt yé&u, nhd lai cdc bai toan da giai trudc,
nhitng dinh 1{ d4 biét, nhiing dinh nghia néu 12 mot bai todn thudn tuy todn hoc. Ta
¢6 thé xem viéc riit ra nhing yéu t6 cén thiét tir trong ki tc nhu 12 mot hinh thic
dong vién.

2. Tuy nhién, mu6n giai mot bii toan ma chi nhé lai nhitng sy kién riéng
biét thi chwa dl, ma phai té hop ching lai v6i nhau cho thich nghi v6i bai todn
truéc mat. Khi gidi mot bai to4an thudn tuy todn hoc ching han, ta phai xay
dung tir céc vat ligu do tr{ nhé dua lai, mot suy luan hoan toan thich dng voi
hoan canh. Su hoat dong d6 gém c6 su lam cho thich nghi va t6 hop, c6 thé goi
12 cong viéc t6 chikc. '
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3. Thyc ra, khong thé tdch roi huy dong véi t6 chitc. Néu chiing ta tap trung
suy nghi vao mot bai todn thi ta chi nh¢ lai nhiing sy kién it nhiéu c6 lién quan dén

muc dich clia ta v chi t8 chifc c4c vat liéu ma ta dd nhé ra va da huy dong duge.

Viéc huy ‘d(‘f)ng va td chic 13 hai mat cla cung mot qué trinh phitc tap, qu4. |

trinh ndy cdn bao gém nhiéu mit khic.

4. M6t phuong dién khéc clia sy tién b0 1a : cdch quan niém cita chiing ta thay
ddi. Do nhiing y&u t6 ma ta di nhé lai dugc, ma ta di 1am cho thich nghi véi bai
todn nén quan niém ctia chiing ta vé bai todn sau nay dugc phong phi hon nhiéu so
v6i liic ddu. Muén chuyén tir quan niém ban dau sang moét quan niém méi day dn
hon, thich hop hon, ta phai xét moi khia canh khac nhau ctia bii tosn. Trong thuc
t€, ta khong thé néo c6 dugc tién bo ma khong bién déi bai toan.

5. Trong qué trinh tién bo, ta cang ngay cang nhin rd d4n muc tiéu cudi cung,
diéu d6 chitng t6 1 ta di di gdn dén muc tieu. Khi dé, ta cing ngiy cang tién dodn
dugc 16 rang hon nhitng diéu phéi lam d€ di dén 191 gidi. Khi giai mot bai toan
thuén tuy todn hoc, ta c6 thé tréng trudc (v6i it nhidu may rai) la ¢ thé dung mot
dinh }f ndo d6, 14 cé 18 nén nhé lai mot bai todn nao d6 da giai réi hay can thiét
phai nhé lai dinh nghia ciid moét danh tir chuyén moén nao dé. Nhiing diéu tién
doan nay khong phai 1a tuyét d6i ma chi thich hop ma théi. Ta chi chic chén sau
khi ¢6 15i giai hoan toan ; nhung truéc d6, nhidu khi ta phéi bing 1ong vdi nhimg
udc dodn. Néu khong nhor dén nhiing diéu nhan xét tam thdi thi khong bao gid ta
.6 thé di dén 11 gidi chéc chin duoc.

6. Tién bo 12 gi 7 D6 1a dat duge nhitng ket qud trong viéc huy dong va t8 chic
cdc kién thic, c6 dugc nhitng bien ddi trong quan niém veé cdc diéu cdn phai 1am
dé di dén ket qua cudi ciing. Su tién b d6 c6 thé rat cham khong cam thay duoc,
nhung thinh thodng né lai dot bién thinh linh, theo budc nhdy vot. Sy tién trién dot
nghién dé goi 12 mot sdng kién. Sang kign 1a gi ? P6 1a mot su thay déi thinh linh
va can ban vé quan diém, vé cdch nhin vén dé, vé cdch thay truéc nhitng giai doan
dua dén két qua. :

7. Céc diéu nhan xét trén day tao thanh "hau truong" ctia nhing cau héi va
- di€u goi ¥ trong bang ciia ching toi.

Mot s6 16n céc cau héi va goi ¥ d6 c6 muc dich truc tiép 12 huy dong cic kién
thic cli. Ban da gdp bai todn dé 1én noo chua ? Hay da gép né dusi mot dgng;h_‘:b’i
© khdc ? Bun ¢6 biét mét bai todn ndo ¢é lién quan ? Mot dinh Ii ¢6 thé .sL’(dung

dugc ? Xt kT cdi chua biét. Thiz nhé lai mgt bai todn nao quen thugc ¢6 cang dn.

hay ¢6 dn tuong tu.
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C6 nhitng trudng hop ta nghi ring d thu thap nhiing vat liéu cén thigt va lic
d6 ta tim céch té chuc t6t hon nhitng didu ma ta da dong vién. Day la mét bai todn
6 lién quan dén bai todn hién tai ma ban da ¢é ldn gidi roi. C6 thé sit dung duoc -
két qud ciia né khong ? Hay si dung phuwong phdp ? Cé cén phdi dua thém mét
yéu t6 phu thi m6i s dung duoc khong ?

C6 nhitng trudng hop khéc cling dién hinh, trong d6 ta cho 1a chua thu thap

© dugc ddy di vat ligu. Ta ty hoi con thi€u céi gi ? Arnh dd sit dung tdt cd cdc dit kién

s

hay chua ? D& xét toan bé diéu kién chua. Dd xét dén moi khdi niém cot yéu cria
bai todn chua ?

Mot s6 cau hdi c6 muyc dich-trye tiép 1am bién déi bai todn. CJ thé phat biéu
bai todn mot cdach khdc khong ? Mot cdch khdc niia ? Nhiéu cau hdi c6 muc dich
bién d6i bii todn nhd nhiing phuong tién dic biét, nhu 1a & vé dinh nghta, st
dung phitong phdp tuong tu, téng qudt hod, dua vé truong hop ddc biét, phan tich
va t6 hop lui bai todn.

Nhiéu cau hoi khic c6 muc dich goi ¥ céch tién dodn tfnh chét cha 101 giai
phéi fim : C6 thé thod mdn duoe didu kién ciia bai todn hay khong ? Diéu kién do
o6 dit dé xdc dinh dn hay khong ? Hay chua di ? Hay la thiu ? Hay madu thudn ?

Nhitng cau hoi va goi ¥ trong bang khong da dong dén sdng kién nhung thuc
ra tit ci déu nhim goi 1a séng kién. Khi tim cach hiéu bai todn, thuc t€ ta da chudn
bi diéu kién sdng kién ; khi phéc hoa dé 4n, ta tim cdch lam phat sinh sdng ki€n.
Khi da phat sinh dugc mot "¢ 1oé sang" ta dp dung né bing cach nhin lai qué trinh
va két qu chia cdch gidi ta tim c4ch khai théc né dén cling.

Tuong ty

Tuwong tu 12 mot loai giong nhau. Nhitng szit giong nhau pht hop v&i nhau theo
mot quan hé nao d6 trong khi cédc vat tuong tu phit hgp nhau theo nhitng quan hé
gifta cdc phan tir tuong ing.

1. Hinh chit nhat tuong tu véi hinh hop chit nhat. Thuc vay, nhiing quan hé
gita cdc canh cla hinh chit nhat gidng nhu nhiing quan hé gifta cdc mat clia hinh
hop chit nhit. :

Méi canh clia hinh hop chit nhat chi song song va bing caoh d6i dién, vudng
gbc vdi nhing canh con lali.

Ta quy udc goi céc canh cfia hinh chit nhat ]2 nhiimg phén tif bién va cling gol
cdc mit cha hinh hop nhu vay. Khi d6. ta c6 thé két hop hai diéu xdc nhan trén
Jam mot, 4p dung dugc cho c4 hai hinh.
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M®6i mét "phan tir bien" chi song song v6i mot phén tit bién khdc va bang phan

titd6, con thi vuéng géc vdi céc phan tir bien con lai.

Nhu vay, chiing ta da biéu dién nhimg quan hé x4c dinh, chung cho hai he dog

tuong ma ta so sanh 14 ¢4c canh cia hinh chit nhat va cdc mat bién cha hinh hop.- 3

Sy twong ty gifta cdc h¢ d6 1a & tinh phé bién ciia cdc quan he.

2. Tu duy chiing ta ddy rdy nhiing sy tuong ty : tiéngnéi thong thudng hang -
ngay va nhiing su suy dién tim thudng, ngdn ngif cha céc tic phdm nghe thuat va -

nhiing thanh tyu khoa hoc cao xa. Mitc do clia sy tuong ty c6 thé khic nhau. Ngudi
ta thuong sir dung nhiing sy twong t khé hiéu, mo ho, khong diy di va khong hoan
toan 3 rang, tuy téng su twong tu cé thé dat dugc mttc d¢ chinh xédc ciia todn hoc.
Ta khong nén coi thudng moi hinh thic tuong tr nao, méi mot sy tuong tu déu cé
thé déng mot vai trd nhat dinh trong viéc tim ra 101 gidi cdc bai todn. ’

3. Ching ta cé thé coi 1a may mén néu nhu ching ta tim dugc ;m(f)t bai todn .
tiong tir don gian hon bai todn di cho. O muc 15, trong bai todn d4au tién vé dudng
chéo cta hinh hop chit nhat ; ching ta da di t6i cach giai, bang cdch xét bai todn
tuong tu don gidn hon vé dudng chéo ciia hinh chit nhat. O day, ta xét thém mot vi
du thudc loai nay. Gia sit, ta phai giai bai todn sau : Hdy tim trong tam ciia mot tir
dién thudn nhdt. -

| bay khong phdi 12 mot bai toan dé& giai néu nhu khong biét phép tinh,tich phan
.va chiit it co hoc. N6 14 mot bai todn khoa hoc nghiém tiic thdi Acsimet va Galile.

Néu ta muén giai bai ton nay, trong khi chi cé nhiing kién thic so bo t6i

thiéu thi cn phai im mot bai todn tuong tu don gian hon.

Ty nhién 1a ching ta nghi dén bai todn tuong ng trong mit phéng.

Tim trong tém ctia mot tam gidc thudn nhdt.

Bay gid, ta c6 hai cau héi cha khong phai mot. Nhung tra 18 hai cau hoj nay
con don gidn hon 1a chi tra 1&i mdt cau, v6i diu kién 13 hai cau hdi do lién he véi
nhau mot cdch hop Ii.

4. Tam thoi dé hai bai todn ban ddu vé t dién sang mot beén, ching ta tap
trung chi y vao bai todn twong tu vé tam gidc, don gian hon. C6 1€ ty nhién Chﬁﬁg'
ta nghi t6i nguyén If sau day : ) -

Néumot hé S gom nhiing hat ¢é khoi lwong sao cho trong tam riéng ciia ching -
" Re

~ s o ~ - 2 N " n” ~ F oS s g
cung nam trén mot mdt phang thi trong tam cia cd hé S ciing sé ndm trén mdt

phdng dé. ,
. Nguyeén If nay cho ta moi c4i cén thiét dé khio sat trudng hop mot tam gidc.
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Thi nhat, tit nguyén 1i trén, ta suy ra ring trong tam cia tam gidc nam trén
mit phing ctia tam gidc. Thi hai, ta c6 thé coi tam gidc gém nhiing soi thing, mdi
soi la mot hinh binh hanh "vo cung hep" c6 ddy song song véi canh cla tam giié '
(canh AB trén hinh 26). Trong tam ciia mdi gidi (12 mot hirh binh hanhbat ki) 16
rang tring véi tam ctia né. Tam cla cdc gidi ndm trén doan thing n6i dinh C, asi
dién canh AB véi trung diém M ctia AB (h. 26). ’ SR

C D

4

—
[~
=

A M B

Hinh 26 Hinh 27

Mot mat phang bét ki di qua trung tuyén CM cla tam gidc s& chifa céc trong
tAm chia moi giai song song tao thanh mot tam gidc.

Thinh thi, ta di t6i két luan la trong tam cla ci tam gidc ndm trén duong
trung tuyén noi trén.

Ciing suy luan nhu vay, ta thay trong tam clia tam gidc cling phai nim trén hai
trung tuyén Kia, tic 1a trong tam trung véi giao diém ciia ba trung tuyén.

Bay giv, cin ching t6 bing hinh hoc thuén tuy (khong phy thudc vao céc gia
thiét co hoc) réng ba trung tuyén chia tam gidc At nhau tai mot diém.

5, Sau khi trudng hop tam gidc da khao sat fhi trudng hop tit dién cling khong co
Kkho khan dac biét gi. Trén day, chiing ta da giai mot bai todn tuong tu voi bai da cho.
Giai xong bai todn do, chiing ta da co trong tay mot bai todn mdiu dé theo. Trong khi
giai bai todn tuong tu, ma bay gio ta dung 1am bai todn mAu, chiing ta d coi tam gidc
ABC nhu goém nhiing soi song song voi mot canh, AB chéng han. Bay gi0, ta s& coi
dien ABCD nhu gom nhimg soi song song V61 mot canh, nhu AB ching han. '

Céc trung diém cha nhitng soi tao thanh mot tam gidc nam trén mot dudng
thang, d6 1a trung tuyén noi trung diém M clia AB véi dinh doi dién C.

Chc trung diém cla cac soi tao nén mot tit dién sé niam trén mot mat ph‘%‘mg di
qua trung diém M cha canh AB va canh d6i dien CD (h. 27). Ta c6 thé goi mat
phing MCD d6 1a trung dién cha tit dién. '
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Tong truong hop tam gidc, ta c6 ba trung tuyén, ma méi trung tuyén nay déu
chifa trong tAm cfia tam gidc. Do dé, ba trung tuyén nay phii cit nhau tai mot
diém 12 trong tam td dien. R ' S

6. Nhu vay, bai todn fim trong tam mot t dien da duoc gidi quyét. DE ket thic

cdch gidi cdn chitng minh thudn tuy bang hinh hoc ring sdu trung dién ciia mOttﬁ' |

dién déng quy & mot diém. _ _

Khi gi&i bai todn tim trong tam mot tam gidc dong chat, ching ta c6 13, dé bd
sung cho cdch gidi can chimg tb rang ba trung tuyén ciia mot tam gidc déng quy.
Bai todn ndty tuong tu voi bai todn vé 1t dign nhung r6 rang 12 don gidn hon.

M9t 14n nita, d63 v6i bai todn vé tt dién, ching ta c6 thé ding bai todn tuong
tw vé tam- gidc, don gidn hon duéi day (bai todn nay nhu gia thiét da giai). Thuc
vay, xét ba trung dién di qua ba canh DA, DB, DC c6 ciing dinh chung D.

Mbi trung dién nay s& di qua trung diém ciia canh d6i dién (ching han trung
dién qua DC s& di qua M, xem h.27). Nhu vay, ba trung dién d6 cit mit phing clia
tam gidc ABC theo ba trung tuy€n clia né. Nhung ba trung tuyén nay giao nhau tai
mot diém (12 két qua chia bai todn tuong t don gidn hon). Giao diém nay, ciing
nhy diém D, 1a diém chung ciia ba trung dign. Mot dudng thing di qua hai diém
chung cho ba mit phéng, t4t nhien s& thugc ca ba mit phing dé.

Chiing ta d4 chiing minh ring ba trung dién di qua dinh D chita mot dudng théng
chung. Diéu dé ciing ding véi nhing bo ba trung dién di qua A cling nhu quaBwvaC.

 Bing cdch d6i chigu nhitng su kién d6, ta dé& ding ching o ring sdu trung

~dién ciing di qua mot diém (ba trung dién di qua ba canh cha tam gidc ABC cit
nhau tai mot diém), ba dudng thang, giao tuy€n cha timg cap trung dién mot cling
di qua giao diém dé. Nbung, nhu ta da chitng minh; qua méi giao tuyén d6 con c6
mot mét trung dién nita di qua. :

7. Trong nhimg diém 5 va 6; chiing ta da dﬁng mot bai todn twong ty don gidn -

hon ¢6 lien quan téi mét tam gidc d€ gidi bai todn vé t dién. Tuy nhién, hai
truong hop khéc nhau & mot di€m quan trong. O vd’iémS, chiing ta da diing phutong
Phdp clia mot bai todn tuong tu don gidn hon va ta d3 dap khuon theo cich dé.
Trong diém 6, chiing ta d3 ding két qua ctia mot bai todn tuong tu don gian
hon ma khong cdn biét t6i 1am thé nao dé cé ket qua d6. Do khi, ta con c6 thé
dong thoi dung phuong phdp va két qua clia.mot bai todn tuong tu don gian-hon. ,

Vi du trén ching td didu d8, néu chiing ta coi nhitng diém 5 va 6 nhu nhitng

giai doan khdc nhau cfia cung mot bai todn.

Vi du chia chiing ta cé tinh c4ch dién hinh. P& giai mot bai todn, chlirig ta
thudng diing mot bai todn tuong tu don gidn hon bing cdch sir dung hodc phuong

phdp, hoidc két qua chia nd, hoac 14 c3 hai.
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| gidi c6 thé dp dung duge cho bai todn ban dau.

Hién nhien 13, trong mot s6 trudng hop khé khan thi 6 thé c¢6 nhimg diéu
phiic tap hon. Dac bieét, 6 thé x4y ra trudng hop 1a céch gidi bai todn tuong ty
khong 4p dung duoc truc ti€p dé gi4i bai todn cho trude.

Khi dé, cin phai coi lai cdch gidi, sira d6i n cho t6i khi fim th&y mot cdch

S. Luon luon nen dodn nhan trudc ket qud, hay it ra mot s6 nhitng dac diém
ciia né t6i.mot chimg muyc nao 6. Nhing sy dodn nhan nhu viy thudng dua trén
co s& cha sy tuong . ’

Gia sit, ta d3 biét ring trong tam clia mot tam gidc déng chat tring véi trong
tam cha ba dinh (tic 13 ba chét diém clng khéi luong, dat tai ba dinh ctia tam

2,

gi4c). Biét diéu 46, ching ta dodn trrée duoc ring trong tam cha mot tf dién dong
chit triing v6i trong tam clia bén dinh ctia nd. ’

Su phong dodn d6 1a mot "su suy luan bang tuong tu". Biét ring tam gidc va ti
dién giong nhau vé nhiéu diém, ching ta phéng dodn ring ching con giong nhau &
mot diém khac nita. -

That 14 ng6 ngén, néu ta coi nhiing sy phdng dodn cé vé ding 12 hoan toan chic
chén, nhung lai cang ng6 ngén hon néu ta coi thudng nhitng su phong doédn do.

Su suy Iuan bing twong ty 1a mot hinh thiic suy luan thong thudng nhét va co
thé 12 quan trong nhat.

N6 diin chiing ta t6i nhitng phong dodn ft nhiéu thita nhan duoc va c6 thé kiém
tra bing thuc nghiém hay bang mot sy suy Juan chat ché hon. Nha hod hoc khi thi
nghiém trén cic con vat dé c6 thé dodn trudc tic dung cha nhimg thi nghiém doé
v6i con ngudi, di rit ra nhiing ket luén bing sy tvong .

Mot cau bé ma t6i bi€t cling lam twong tw nhu vay. Ngudi ta mang con ché ma
cau bé rdt yéu thich dén nha ngudi thi y, cau bé hoi : R

"Ngudi thd y 1aai 7"

"La ngudi thdy thudc cha nhitng con vat'".

"Nhung con vét nao 12 thay thuéc cia nhimg con vat".

9. K&t luan rit ra tir sy tuong tu giifa mot s& 16n nhitng sy kién song song bao
¢ ciing chéc chén hon 1a ket Iuan rdt ra fir mot s8 it su kién, nhung & déay chat
Jugng cha chiing con quan trong hon sO lugng.

Mot su twong tu chinh xdc con c6 gid tr1 hon l1a mot sy gidng nhau mo ho :
nhitng su kién sip x€p c6 hé thong goi cho ta mot ¥ sau séc hon 12 nhitng sy kién
tap hop mot cach ngéu nhién.
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Trén day (trong diém 8) chiing ta da dat mot gia thiét vé trong tam cla t dién.
Gia thiét nay duya trén sy tuong tu : truong hop tit dién tuong tu véi trudng hop tam
gidc. Chiing ta ¢6 thé lam cho gia thiét clia ta duoc vimg vang hon banig ¢dch xét.
thém mot trudng hop tuong ty, trudng hop mot thanh déng chat. Bing c4ch so
sénh cdc hinh, theo nhiéu diém, chiing ta phét hién dugc sy tuong ty gifta doan
thang, tam gidc va tf dién. : ’

Doan thing thuoc vé dudng thing nio dé, tam: gidce thugc v€ mot mat. phiing,

con tt dién thugc vé khong gian. Poan thing 1a mot hinh mét chiéu don gian nhat,

tam gidc 12 mot da gidc don gidn nhdt va ti dién 12 mot da dién don gian nhat.
Doan thing c6 hai phén tir bien khong chiéu (hai diém gi6i han), c4c didm trong
ctia doan 1am thanh mot tap hop mot chiéu. A

Tam gidc c6 ba phn tir bién khong chiéu va ba phén tir bien mot chiéu (ba dinh,
ba canh), cdc diém trong lam thanh mot tap hop hai chiéu. Ti dién c¢6 bén phén tir
bién khong chiéu, sdu phan tir bién mot chiéu, bén phn tir bien hai chiéu (bon dinh,
sdu canh, b6n mat), c4c diém trong clia né 1am thanh mot tap hop ba chiéu,

V6i céc s6 d6, ta hay 1ap mot bang. Nhitng s6 & céc cot bidu dién s6 nhitng
phén tir theo thit tu c6 s6 chiéu 12 khong, mot, hai va ba : con nhiing s6 trong cdc
hang theo thit tw tng v6i doan thing, tam gidc va it dién : :

2 1
3 3 1
4 6 4 1 _

Khong cén phai that quen véi cdc hé s6 clia nhi thitc méi biét dugc bang trén
12 mot phan clia bang Patcan. Chiing ta tim thdy & day mot tinh quy Iuat ddng chi
¥ lién he gilta cdc trudng hop doan thing, tam gidc va it dien. o

10. Néu chiing ta d4 tin chic ring gilta cdc d6i tugng ma ta dem so sinh c6
mot lién he chat ché thi "nhitng suy lusn bing tuong tu", tuong tu nhu trudng hop
ma ching ta vira néi c6 mot gid tri khong chi cii dugc. ‘

Trong tam ctia mot doan dong nhat tring véi trong tam hai ddu mit ciia doan.
Trong tam cia mot tam gidc dong chal tring véi trong tam ba dinh ciia né. Tai sao
lai khong thé phong dodn réng trong tim clia mét ti dién déng chat tring véi
trong tam bén dinh ciané ? ‘ ‘

Mit khdc, trong tam ciia doan thing déng chat chia khodng cdch giita hai ddu
miit cia doan theo ti s6 1 : 1. Trong tam cda tam gidc dong chit chia’khoang cach
gilta mot dinh bat ki va trung diém chia canh d6i dién theo ti s6 2 - 1. Ta khong thé
khong nghi rang, trong tam clia mot tf dién déng chat chia khoang cdch gitta. mot
dinh bat ki v trong tam ciia mit d6i dién theo ti s6 3 - 1. : , '

Dudng nhu nhiing diéu trén day hudng ta nghi t6i cé thé ms rong nhimg. su
kién dang xét cho trudng hop n chiéu. Du diing véi ba s6 chidu diu tien n=1,2;3)
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thi kho ma lai khén‘g dung o1 nhungs ERl Iy v ;"‘\é’\
"suy luin bing quy nap"™’ no o tie o QY DED

ing ) A 0D €O
tuwong tu mot cach ty nhién. ” ‘

(Xem quy ngp va quy nap todn hoc)

11. Ching ta chdm dift muc nay bang caéh X€1 nhlmg trucmg ho*p qu
trong d6 su tuong W dat 61 tinh chinh x4c cha khéi niém todn-hoc. - B

(1) Hai hé d6i tugng toan hoc S va §' sao cho nhimg quan hé xac dinh gifra‘cac )
déi tuong cla S tuan theo cung nhiing quy luat chi phdi nhitng quan hé gilta cac
d6i tuong cha S”. '

Loai tuong tu nay co thé duoc minh hoa bing vi du da néu & doan 1 chi can
14y S 1a cdc canh chia hinh chit nhat va S’ 1a c4c mit bien clia hinh hop.

(I1) Gifra céc phin tir cha hai hé S va S’ c6 mot su lien hé mot doi mot, bao toan
mot s6 quan hé nao d6. Diéu d6 cd nghia 12 néu cé quan hé nao dé gifta cac phén tif
cia mot hé thi gitia cdc phén tir tuong {mg cta hé kia cing ¢6 quan hé do. Maoi lién hé
dé gifta hai he d6i tugng 12 mot loai tuong ti chinh xéc ma ta goi la su dang cau.

(IIT) Gia st c6 mot lien he mot doi nhidu gitta hai he S va S’ bao toan mot s6
quan hé nao do. Sy twong mg duogc goi 1a phép déng cau. N6 déng mot vai tro
quan trong trong nhidu linh vuc todn hoc cao cdp, dac biét 1a trong 1i thuyét nhom.
& day, ching ta khong xét nd mot cach chi ti&t, phép dong c&u ciing c6 thé coi la
mot loai tuong tI rat chinh xéc.

Y chéi loi

Mot "y hay" hay mot sang kién, d6 1a nhing thanh ngit thong thuong dién ta
mot sy dot ngot di {&i cAch giai bai todn, xem muc "ign bo va thanh tyu”. SU nay
sinh ra mot ¥ chéi loi thi ai ciing déu bi€t, nhung m6 ta nd thi that 12 khé va can
phai nho t6i uy tin <8 xua cha Aristdt d€ tim th&y mot cch mo ta 10 rang.

Pa s6 déu déng ¥ rang, su nay ra mot ¥ chéi loi phy thugc vao su "gang tri"
chia chiing ta. Arist6t da dinh nghia su "sang tri" nhu sau : "su séng tri 12 kha nang,

-

bing cach phong do4n, kham pha ra nhing lién hé cot yéu cha sy vat trong mot
khoing thoi gian nho khong ding ké. Chang han, Khi anh thdy mot ngudi noi voi
mot ngudi gidu voi mot c4ch nhu thé nao d6, anh cd thé dodn ngay 12 ngudi &Y co
vay tién cta ngudi kia. Hay 13, néu anh quan sat thdy phén sdng cia Mat trang
Juon luon & phia Mat trdi, anh c6 thé thdy ngay dugc nguyen nhan diéu d6 bang
cach phong dodn ring Mat trang duogc Mat trdi chiéu sang”.

Vi dy thi nhét khong t3i nhung tAm thudng @ s phét hién vé nhing ngudi giau
c6 va tién bac, thuc ra khong doi hoi phai "sang tr{" nhiéu : trong truong hop nay,
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c4i ndy sinh ra do6 khong nén goi 1a 1ét chéi loi. Nguoe lai, vi du thit hai gay cho

cta ngudi ddu tien viét ra nhing dong trich dén trén.

mdi ngudi ching ta mot 4 twong sau sic néu ching ta c6 dat né vao hoan canh - -

Ching ta nén nhé ring vio thdi Aristst, mudn bist gi0 ngudi ta phai nhin Mat -
trdi va cdc Vi sao, vi lic dé chua cé dong hé va mudn ra di vé dém thi phéi quan -

tam dén cdc tuén trang vi lic dé khong c6 dén 16ng ngoai pho. Ho c¢é mot su hiéu
biet vé& trdi dat t6t hon nhiéu so véi ngudi duong thoi séng & thanh phd va ho
khong r6i trf, 14m lac vé nhiing bai bdo quang xién, phd bién moén thién van. Ho
thdy Mit tring nhu mot céi dia det, cling nhu Mat troi, nhung it sdng chéi hon
nhi€u. Hién nhién 12 ho ngac nhién khi quan sat thdy hinh dang va vi trf cta

Mat trang thay ddi khong ngitng. C6 khi ho quan sét Mét tring vao ban ngay, hic Mat

trdi moc, Idc mit trdi 1in va nhén ra ring : "phdn séng cha Mat tréing ludn ludn doi
dién v6i Mat troi". P6 13 mot thanh cong déng ké. Sau d6, ho phét hién réng nhiing
hinh th4i bién ddi cha Mit tring giéng nhu cia mot qua cau khi ta nhin tir nhiéu phia
ma qua cdu nay duoc chisu sdng sao cho mot nira thi séng, mot nira thi t61.

Ho da bat ddu cho ring Mit troi va Mit trang khong phéi 1a nhitng dia det ma
1a c6 dang clia nhitng thé cdu, mot thé chicu sdng, con thé kia dugc chidu sang. Ho
dd ndm dugc méi lién he ban chat clia hi¢n tuwong va thay déi titc khic "trong mot
khoang thdi gian nho khong ddng ké" nhitng quan niém ban déu ctia ho. Trong ¥
nghi ctia ho da c6 mot budc nhay vot ; mot ¥ chéi loi di dén trong ddu, khong thé
801 16 la tim thudng duoc.

MUGN GIAI MOT BAI TOAN, PHAI LAN LUOT
I - Hiéu r6 bai todn
Il - Xay dung mot chuong trinh (mot dit kién)
— Tim sy lién he gifta c4c dir kién va c4i chua bist (dn).
— C6 thé phai xét dén cac bai todn phu néu chua tim dugc truc tigp sy lien he d6.
— Cudi cling phai xay dung duge mot chuong trinh, mot dit kién va cdch giai.
DI - Thyc hién chuong trinh (dé 4n)
IV —Khao sdt 11 gidi d3 tim duge
I — Hiéu rd bdi todn

Ddu la dn ? Pdu lo dip kién ? Ddu la diéu kién ? C6 thé thod man du(jcvdiég
kién hay khong ? Diéu kién c6 dit d€ xac dinh dugc 4n khong ? Hay chua di ?
Hay thira ? Hay c6 mau thuin ?
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— V& hinh. S& dung mot ki hiéu thich hop.
- — Phan biét céc phan khéc nhau cla diéu kien. C6 thé dién ta céc diéu kién d6
thanh cong thic khong ?

Il - Xay dung mdt chuong trinh

Ban da gdp baz todn nay ldn ndo chua ? Hay di gdp bai todn nay & mot dang
hoi khic ?

— Ban ¢6 biét mot bai todn ndo <6 lién quan khong ? Mot dinh 1f c6 thé diung
dugc khoéng ?

— X6t ki cdi chua biét (én) va thit nhé lai mot bai todn quen thudc ¢ cling dn
hay cb 4n tuong tu.

— Pay la mot bai todn 6 lién quan ma ban dd ¢ ldn gidi réi. C6 thé sit dung
né khong ? C6 thé st dung két qué ctia n6 khong ? Hay st dung phuong phép ? C6
cén phai dua them mot s§ y&u t6 phy thi mdéi st dung duoc n6 khong ?

— C6 thé phét biéu bai todn mot cdch khdc khong ? Mot cach khac nita ? Quay
vé céc dinh nghia.

— Néu ban chua gidi dugc bai todn da dé ra, thi hay thi giai mot bai todn cd
lien quan. Ban c6 thé nghi ra mot bai todn c6 lién quan ma dé hon khong ? Mot
bai todn téng quét hon ? Mot trudng hop rieng ? Mot bai todn twong tw 7 Ban ¢
thé giai mot phén bai todn khong ? Hay gilt lai mot phdn cta diéu kién, bd qua
phén kia. Khi d6, 4n duoc xdc dinh dén mot chung muc nio dé ; n6 bién déi nhur
thé nio ? Ban cé thé tir cdc dit kién it 1a mot yéu t6 c6 ich khong ? Ban ¢o thé
nghi ra nhiing dit kién khéc ¢ thé glup ban x4c dinh duge 4n khong ? C6 thé thay
d6i 4n, hay cac dit kién, hay ca hai n€u cdn thiét, sao cho 4n mdi va céc dit kién
méi duge gan nhau khong ?

— Ban d3 st dung moi dit kién hay chua ? Pa st dung toan bo diéu kién hay
chua ? D3 dé ¥ dén moi khdi niém chil y&u trong bai todn chwa ?

Il — Thuc hién chuong trinh

Khi thuc hién chuong trinh hdy kiém tra lai ting budc. Ban da thdy 16 rang la
mbi budc déu ding chwa ? Ban ¢ thé ching minh 12 né ding khong ?

IV — Khdo sét 18i gidi da tim duge (nghién ciu cdch gidi da tim ra)

—Ban c6 thé kiém tra lai két qua ? Ban c6 thé kiém tra lai toan b qué trinh
giai bai todn khong ?
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— C6 thé tim dugc két qua mot cach khéc khong ? C6 thé thay truc ti€p ngay
két qua khong ? :

— Ban c6 thé sit dung ket qua hay phuorng phap do cho mot ba1 toan nao
khac khong ?

PHU LUC ;

(Phu luc nay chi c6 trong ban dich Nga van. N6 14 cai bién ban ctia Polya).

Gidi mdt bai todn nhu thé ndo ?

1. Hiéu dé toan.

2. Tim con duong di tir cdi chua biét dén cdi da cho bang cdch xét cdc bai toan
phy, néu cdn ("phan tich").

3. Thyc hién y chinh d3 c6 dugc vé céch gidi ("tOng hop").

4. Kiém tra lai 15i giai va phé phin.

+

1. Bai todn ndi gi ? Céi gi 1a dit kién ? Ca1 gl phal tim ? C4i dit kién da da dé
xdc dinh dugc cdi phai tim hay chwa ? hay chua da ? hay thira ?

C6 thé phat biéu bai todn mot cich khac ?

C6 thé tim quan hé giita bai toan da cho v mot bai todn nao khac ma ta da
bié€t cdch giai khong ? Hay mot bai todn ma ta c6 thé giai dé dang hon ?° :

Phai nhic lai cdc cau hoi nay méi khi gap chuong ngai khién ta phal dimg lai,
khi gidi cdc bai todn phu. Ngoai ra, moi dix kién ctia bai todn da dugc sir dung chua ?

2. Phét biéu c4c quan hé gifta c4i da cho va cdi chua biét.

Bién déi cdc yéu t6 chua biét : Thir dua vao céc an mdi, gan cac dit kién cta

bai todn hon.

Chi giai mot phdn bai toén da thod man mot phén cdc diéu kién th01 khi d6

cai chua bigt duge x4c dinh dén mitc d6 nao ? (quy¥ tich).
Téng quét hod. C4 biét hod. Sk dung sy tuong tu.

3. Kiém tra lai timg buéc, chi cong nhén nhitng diéu that rd rang hay da duoc ;

tinh todn that cdn than (Dé Cic).

4. Két qua c6 ding khong ? Visao ? C6 thé kiém tra duoc khong ? C6 con
dudng nio khic dé di dén cung két qua do6 khong ? C6 con duong ngan hon khoéng ?
Trén con dudng da di con ¢6 thé "hdi" thém nhing két qua nao khéc ?
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MUC LUC

Loi nguoi dich
Lot tuy '
M6 déu

Phan thitnhdt. TRONG LOP HOC'

Phan.thichai. GIATMOT BAI TOAN NHU THE NAO ?

Phan thitba. T PIEN CON
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